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Re´sume´. SoitK le corps des fractions d’un anneau de valuation hense´lien A.
On suppose que le comple´te´ K̂ est une extension se´parable deK. Soient Y une
K-varie´te´, G un K-groupe alge´brique et f : X → Y un G-torseur au-dessus
de Y . On conside`re l’application induite X(K) → Y (K), continue pour les
topologies de´duites de la valuation. Si I de´signe son image, nous montrons que
I est localement ferme´e dans Y (K) ; de plus la surjection induite X(K)→ I
est un fibre´ principal sous le groupe topologique G(K).
Abstract: Let K be the fraction field of a henselian valuation ring A. As-
sume that the completion K̂ is a separable extension of K. Let Y be a
K-variety, G an algebraic group over K, and f : X → Y a G-torsor over Y .
We consider the induced map X(K) → Y (K), which is continuous for the
topologies deduced from the valuation. If I denotes the image of this map,
we prove that I is locally closed in Y (K); moreover, the induced surjection
X(K) → I is a principal bundle with group G(K) (also topologized by the
valuation).
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0 Introduction
0.1 Notations
Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation A ; on notera v la
valuation associe´e et Γ son groupe. La donne´e de v de´termine une structure
de corps topologique se´pare´ sur K ; nous supposerons toujours qu’il n’est pas
discret, c’est-a`-dire que Γ 6= 0. On notera K̂ le comple´te´ de K.
Dans cette introduction, nous supposerons (K, v) admissible, au sens sui-
vant :
0.1.1 De´finition. – Avec les notations ci-dessus, on dit que (K, v) (ou A)
est admissible si A est hense´lien et si l’extension K̂/K est se´parable.
Pour toute K-varie´te´ (c’est-a`-dire tout K-sche´ma de type fini) X , on
note Xtop l’ensemble X(K) muni de la topologie de´duite de la topologie de
K. Tout K-morphisme f : X → Y de K-varie´te´s induit une application
continue ftop : Xtop → Ytop.
Nous nous inte´ressons dans cet article au cas ou` un K-groupe alge´brique
G agit a` droite sur X et ou` f : X → Y est un G-torseur pour cette action.
Noter qu’alors le groupe topologique Gtop agit librement et continuˆment sur
Xtop et que l’on a une bijection continue ftop : Xtop/G(K) −→ I := Im(ftop).
L’objet de ce travail est l’e´tude topologique des applications ftop et ftop.
Il est en fait naturel (et a` certains e´gards plus simple) de conside´rer la
situation plus ge´ne´rale ou` X et Y sont des espaces alge´briques de type fini (et
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quasi-se´pare´s) sur K, que nous appellerons dore´navant ≪ K-espaces ≫. Tout
d’abord, un G-torseur sur uneK-varie´te´ Y — de´fini, comme il se doit, comme
faisceau fppf sur Y — n’est pas ne´cessairement un sche´ma (en-dehors du cas
important ou` G est affine), alors que c’est automatiquement un K-espace,
selon un the´ore`me d’Artin ; a` partir de la`, il devient e´galement judicieux
d’envisager des G-torseurs X → Y ou` X et Y sont des K-espaces, afin de
travailler dans une cate´gorie stable par les ope´rations usuelles, produits fibre´s
notamment.
D’autre part, si un K-groupe alge´brique G ope`re librement a` droite sur
une K-varie´te´ X , le faisceau fppf quotient X/G est toujours un K-espace
(voir 1.2) mais, de nouveau, n’est pas ne´cessairement une K-varie´te´.
Ces conside´rations nous ont conduits a` formuler syste´matiquement nos
re´sultats dans le cadre des K-espaces ; si le plan ge´ne´ral des de´monstrations
n’en est pas affecte´, il nous a fallu revenir sur des re´sultats bien connus pour
les sche´mas mais dont l’extension aux espaces alge´briques n’est pas suffisam-
ment documente´e : voir par exemple 2.2 pour la de´finition et les proprie´te´s de
Xtop lorsque X est un K-espace. (En ce qui concerne G, rappelons qu’un es-
pace alge´brique en groupes quasi-se´pare´ de type fini sur un corps est toujours
un sche´ma [Art69, Lemma 4.2]).
Notre re´sultat principal est le suivant :
0.2 The´ore`me. – Soient (K, v) un corps value´ admissible, G un K-groupe
alge´brique (c’est-a`-dire un K-sche´ma en groupes de type fini), Y un K-
espace, f : X → Y un G-torseur au-dessus de Y . De´finissons ftop : Xtop →
Ytop et ftop : Xtop/G(K) −→ I := Im(ftop) comme ci-dessus. Alors :
(1) en tant que sous-espace de Ytop, I est :
(a) localement ferme´ (dans tous les cas) ;
(b) ouvert et ferme´ si G est lisse ou si K est parfait ;
(c) ferme´ si G satisfait la condition (∗) (voir 1.4.3), et en particulier si G◦red
est lisse, ou si G◦ est commutatif, ou si G est de rang re´ductif nul (i.e.
si GK n’a pas de sous-tore non trivial) ;
(2) L’application ftop est ouverte sur son image I ; en particulier, la bijection
ftop est un home´omorphisme.
(3) Si Y est localement se´pare´ (par exemple une varie´te´, cf. 0.7), alors ftop
fait de Xtop un Gtop-fibre´ principal au-dessus de I.
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0.3 Plan de la de´monstration.
Pour ne pas alourdir l’introduction, nous supposons ici que Y est locale-
ment se´pare´, par exemple une K-varie´te´.
Le cas, sans doute bien connu, ou` le groupe G est lisse est traite´ au § 2.
Dans le cas ge´ne´ral, on note G♮ le plus grandK-sous-groupe lisse de G (§ 1.4).
On de´compose alors le G-torseur f : X → Y en
X
f
''❖❖
❖❖
❖❖
❖❖
❖❖
❖❖
❖❖
❖❖
π

Z := X/G♮
h // Y.
Le morphisme π est unG♮-torseur et h : Z → Y est une ≪ fibration enG/G♮ ≫.
Les proprie´te´s de G♮ impliquent que l’application hK : Z(K) → Y (K) est
injective. D’un point de vue topologique, on a donc le diagramme
Xtop
ftop
&&▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
πtop

Ztop
  htop // Ytop.
D’apre`s le cas lisse (§ 2.4), πtop fait de Xtop un G♮top-fibre´ principal sur l’image
de πtop, qui est ouverte et ferme´e dans Ztop.
L’application htop est nettement plus de´licate a` analyser. Les deux outils
cle´s pour cette e´tude sont :
– le the´ore`me d’approximation de Greenberg (ge´ne´ralise´ aux corps value´s
admissibles dans [MB12b]) ;
– la ≪ bonne compactification ≫ (§ 4) de G/G♮, et la compactification
relative de h qui s’en de´duit.
On montre ainsi que htop est un home´omorphisme sur son image, et que
celle-ci s’e´crit F1 r F2 pour des ferme´s remarquables F1, F2 de Ytop (lemme
5.1).
0.4 Application aux espaces homoge`nes.
Un cas particulier important est celui ou` X = H est un K-groupe alge´-
brique contenant G comme sous-groupe, et ou` f : H → Y := H/G est le
morphisme de passage au quotient. L’image I est alors l’orbite sous H(K)
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de la classe neutre y0 ∈ Y (K) dans l’ensemble Y (K) = (H/G)(K) : on
voit donc par 0.2 qu’elle est localement ferme´e dans Ytop et qu’elle s’identifie
(avec sa topologie) a` l’espace quotient Htop/G(K) (avec, le cas e´che´ant, les
comple´ments (1) (b), (1) (c) de l’e´nonce´) et que Htop est meˆme un Gtop-fibre´
principal au-dessus de I.
Si de plus G est distingue´ dans H , il en re´sulte que I est toujours ferme´e
puisque c’est un sous-groupe localement ferme´ du groupe topologique Ytop.
0.5 Application aux orbites.
Conside´rons un K-groupe alge´brique H ope´rant a` gauche sur une K-
varie´te´ S (ou plus ge´ne´ralement sur un K-espace) ; soit s0 un point de S(K),
de stabilisateur G ⊂ H . On sait alors que le morphisme d’orbite ωs0 : h 7→
h.s0 se factorise en
H
f−→ H/G ∼−→Y →֒ S
ou` f est le morphisme canonique, ou` la deuxie`me fle`che est un isomorphisme
et la troisie`me une immersion (voir [DG70, III.3.5.2] lorsque S est une varie´te´,
et 1.1 plus bas pour les k-espaces). D’autre part, l’image I de H(K) par ωs0
est e´videmment l’orbite de s0 sous l’action de H(K), dans l’espace S(K), et
le stabilisateur de s0 pour cette action est G(K).
Le the´ore`me 0.2 nous dit donc que cette orbite est localement ferme´e
dans Ytop et donc dans Stop, et que la surjection continue canonique Htop→ I
est une fibration principale de groupe Gtop ; en particulier elle induit un
home´omorphisme de Htop/G(K) sur I.
Lorsque K est un corps local, on trouve en partie ce re´sultat dans l’ar-
ticle [BZ76] ; plus pre´cise´ment, les auteurs montrent que I est localement
ferme´ dans Stop et s’identifie topologiquement a` Htop/G(K) (dans [BZ76],
ces assertions sont disperse´es entre 1.5, 1.6 et 6.8).
0.6 Plan de l’article.
Le § 1 est consacre´ a` des rappels sur les groupes alge´briques : produit
contracte´ d’un torseur et d’un sche´ma a` ope´rateurs, proprie´te´s du plus grand
sous-groupe lisse d’un groupe alge´brique G et la technique de compactifica-
tion partielle d’espaces homoge`nes via les sche´mas de Hilbert ponctuels.
Au § 2, apre`s des rappels sur les varie´te´s sur un corps topologique, on
introduit la notion de corps topologiquement hense´lien, caracte´rise´e par la
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validite´ du the´ore`me des fonctions implicites ; le cas des torseurs sous un
groupe lisse (cf. 0.2 (1) (b)) est valable dans ce cadre, et est e´tabli au § 2.4.
C’est aussi sur un corps topologiquement hense´lien que le foncteur X 7→
Xtop (des varie´te´s vers les espaces topologiques) s’e´tend aux espaces alge´-
briques avec de bonnes proprie´te´s.
Au § 3, nous donnons quelques proprie´te´s des corps value´s admissibles, no-
tamment le the´ore`me d’approximation fort (ge´ne´ralisant celui de Greenberg).
Nous en de´duisons un re´sultat topologique (the´ore`me 3.2.3) concernant les
morphismes propres, qui sera essentiel dans la preuve de 0.2. Un cas parti-
culier de 3.2.3 est le fait (assez facile a` de´montrer directement) que si K est
admissible et si f est un morphisme fini de K-varie´te´s, l’application induite
ftop est ferme´e (3.2.6).
Le § 4, inde´pendant des pre´ce´dents, est consacre´ a` la de´monstration d’un
the´ore`me de compactification duˆ a` Gabber (4.2, cas particulier d’un the´ore`me
annonce´ dans [Gab12]) : soient G un groupe alge´brique sur un corps k quel-
conque, et G♮ son plus grand sous-groupe lisse. Alors le G-espace homoge`ne
G/G♮ admet une compactification e´quivariante dont le seul point a` corps
re´siduel se´parable sur k est l’origine.
Le § 5 contient la de´monstration, esquisse´e plus haut, des parties restantes
(1) (a) et (2) du the´ore`me 0.2. Enfin le § 6 contient divers (contre-)exemples
et comple´ments.
0.6.1 Remarque. – Des questions voisines (dans le cas d’une valuation
comple`te de rang 1) sont aborde´es dans [BaTh13] ; il est a` noter cepen-
dant que l’assertion (1) (a) du the´ore`me 1 de cet article est contredite par
l’exemple donne´ au § 6.1 du pre´sent travail.
0.7 Conventions
Si k est un corps, une k-varie´te´ est un k-sche´ma de type fini ; un k-groupe
alge´brique est un k-sche´ma en groupes de type fini ; un k-espace est un k-
espace alge´brique de type fini et quasi-se´pare´. On renvoie a` [Knu71] pour les
proprie´te´s des espaces alge´briques. Rappelons simplement ici qu’un k-espace
X est localement se´pare´ si le monomorphisme diagonal X → X×kX est une
immersion ; cette condition est toujours ve´rifie´e si X est une varie´te´.
Si k′ est une extension finie de k, et V un k′-espace, nous noterons∏
k′/k(V ) sa restriction de Weil a` k. On rappelle qu’en tant que foncteur
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sur la cate´gorie des k-espaces T , elle est de´finie par(∏
k′/k
(V )
)
(T ) := V (T ×k k′)
et qu’elle est repre´sentable par un k-espace ([Con12, Lemma 5.10] ou [Ol06,
Theorem 1.5]), et par une k-varie´te´ lorsque V est une k-varie´te´ quasi-projec-
tive ([BLR90, Theorem 7.6/4 et Proposition 7.6/5], ou [CGP10, A.5.8]).
Sauf mention contraire, la cohomologie des faisceaux utilise´e est la coho-
mologie fppf. En particulier, si G est un k-groupe alge´brique et Y un k-espace,
H1(Y,G) de´signe l’ensemble des classes d’isomorphie de GY -torseurs pour la
topologie fppf.
Une application continue f : X → Y entre espaces topologiques est dite
stricte si la topologie induite sur Im(f) ⊂ Y co¨ıncide avec la topologie quo-
tient de´duite de la surjection canonique X → Im(f) (en d’autres termes, si
la bijection canonique Coim(f)→ Im(f) est un home´omorphisme).
Une application continue f entre espaces topologiques est dite propre
si elle est universellement ferme´e (conforme´ment a` [BouTG, I, § 10, no 1,
de´finition 1], nous ne faisons pas d’hypothe`se de se´paration). Il revient au
meˆme de dire que f est ferme´e a` fibres quasi-compactes [BouTG, I, § 10, no 2,
the´ore`me 1].
Remerciements. Nous tenons a` remercier Brian Conrad et Bertrand Le-
maire pour leurs suggestions bienvenues, et le rapporteur pour sa lecture
attentive du manuscrit et ses nombreuses remarques.
1 Actions de groupes alge´briques : rappels et
comple´ments
Dans cette section, k de´signe un corps ; on fixe une cloˆture alge´brique k
de k, et l’on note ks ⊂ k la cloˆture se´parable correspondante.
1.1 Orbites dans un espace alge´brique a` groupe d’ope´rateurs
On fixe un k-groupe alge´brique G. Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une
action a` gauche de G. Nous dirons que l’action est transitive (ou que Y est
transitif sous G) si Y → Spec(k) est un e´pimorphisme (de fac¸on e´quivalente,
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il existe une extension finie k′ de k telle que Y (k′) 6= ∅) et si le morphisme
G× Y −→ Y × Y
(g, y) 7−→ (g.y, y)
est un e´pimorphisme.
1.1.1 The´ore`me. – Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une action transitive
de G. On suppose qu’il existe une extension finie k′ de k et un e´le´ment y de
Y (k′) tel que le sous-faisceau de Gk′ stabilisateur de y soit un sous-sche´ma
en groupes ferme´ de Gk′. Alors :
(1) Y est un k-sche´ma quasi-projectif.
(2) Soit X un k-espace muni d’une action a` gauche de G, et soit f : Y → X
un morphisme G-e´quivariant. Alors f se factorise de manie`re essentiellement
unique en Y
π−→ Z j−→ X , ou` :
(i) Z est un k-sche´ma quasi-projectif ;
(ii) π est fide`lement plat ;
(iii) j est une immersion.
De´monstration: (1) Le k′-faisceau Y ×k k′ obtenu par changement de base
est clairement isomorphe a` G/H , ou` H est le stabilisateur de y′. C’est donc
un k′-sche´ma quasi-projectif : si G est lisse et connexe ce re´sultat est duˆ a`
Chow [Ch57], et le cas ge´ne´ral s’en de´duit, cf. [Ray70, VI.2.6]. L’assertion
(1) en re´sulte par [SGA1, VIII, 7.6] (descente de sche´ma quasi-projectifs par
un morphisme fini localement libre).
Montrons (2). L’unicite´ est claire, puisque Z est ne´cessairement le sous-
faisceau de X image de f . Montrons d’abord que Z, ainsi de´fini, est un
k-sche´ma quasi-projectif : choisissons une extension finie k′ de k et un point
y ∈ Y (k′). Alors le stabilisateur de z := π(y) est aussi celui de j(z) (j est un
monomorphisme) et est donc un sous-sche´ma en groupes ferme´ de Gk′ : on
conclut par (1).
Pour voir que j est une immersion et que π est fide`lement plat, on peut
donc, par descente fpqc, supposer k alge´briquement clos, ce que nous ferons
de´sormais. Fixons encore un point y ∈ Y (k), de stabilisateur S ⊂ G. Alors
Y s’identifie a` G/S et Z a` G/H ou` H est le stabilisateur de z = f(y) ; π
s’identifie a` la projection G/S → G/H , qui est fide`lement plate. Il reste a`
voir que j : Z →֒ X est une immersion, Z e´tant l’orbite de z dans X .
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Si X est une varie´te´, cela re´sulte de [DG70, III.3.5.2] ; nous allons nous
ramener a` ce cas.
Supposons d’abord G re´duit, de sorte que G/H l’est e´galement. On sait
[Knu71, II, Proposition 6.7] que X admet un plus grand sous-espace ouvert
U qui est un sche´ma, et que U est dense dans X . Il est clair que U est
stable par l’action du groupe G(k), et donc par l’action de G puisque k est
alge´briquement clos. Donc, si z ∈ U(k), j se factorise par U et l’assertion
re´sulte du cas des varie´te´s. Sinon, comme G est re´duit, j se factorise par le
sous-espace re´duit Y comple´mentaire de U , qui est e´galement stable par G.
La densite´ implique que dim(Y ) < dim(X) et l’on conclut par re´currence sur
la dimension.
Dans le cas ge´ne´ral, posons Z = G/H . Comme Zred = Gred/(Gred ∩ H),
le cas pre´ce´dent montre que la restriction de j a` Zred est une immersion. On
conclut donc par le lemme 1.1.1.1 qui suit. 
1.1.1.1 Lemme. – Soit j : Z → X un monomorphisme de type fini d’es-
paces alge´briques. On suppose que la restriction j0 de j a` Zred est une im-
mersion (resp. une immersion ferme´e). Alors j est une immersion (resp. une
immersion ferme´e).
De´monstration: j0 se de´compose en une immersion ferme´e Zred → U suivie
d’une immersion ouverte U → X ; comme j se factorise automatiquement par
U , on peut remplacer X par U , et il suffit de traiter le cas d’une immersion
ferme´e. Alors j est propre puisque j0 l’est ; d’autre part j est se´pare´ et quasi-
fini donc est quasi-affine d’apre`s [LaMB00, A.2] (ou [Knu71, II, 6.15] lorsque
j est de pre´sentation finie). Un morphisme propre et quasi-affine est fini, et
un monomorphisme fini est une immersion ferme´e. 
1.1.1.2 Remarque. – Comme nous l’a signale´ un rapporteur, on peut aussi
utiliser le crite`re valuatif [Mo99, Corollary 2.13 p. 102] pour de´montrer
1.1.1.1.
1.1.2 Corollaire. – Soit X un k-espace muni d’une action a` gauche de G,
et soit Y un sous-faisceau de X , stable par G et transitif. Alors Y est un
sous-espace localement ferme´ de X , et un k-sche´ma quasi-projectif.
De´monstration: il existe une extension finie k′ de k et un point y ∈ Y (k′). Le
stabilisateur de y est le meˆme dans Y et dans X ; c’est donc un sous-sche´ma
en groupes ferme´ de G, et la conclusion re´sulte facilement de 1.1.1. 
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1.1.3 De´finition. – Soit X un k-espace muni d’une action a` gauche de G.
Une k-orbite de X sous G est un sous-espace de X , stable par G et transitif.
1.1.4 Remarques. – Soit X un k-espace muni d’une action a` gauche de
G.
(i) (orbite d’un k-point) Fixons un point x ∈ X(k). Le morphisme i :
Spec(k) → X correspondant est alors une immersion ferme´e (ve´rifica-
tion laisse´e au lecteur) de sorte que le stabilisateur Gx est un k-sous-
groupe ferme´ de G. On conside`re le morphisme d’orbite fx : G →
X , g 7→ g.x. Alors le k-sche´ma quotient G/Gx repre´sente le faisceau
fppf image Tx de fx. Le the´ore`me 1.1.1 montre que Tx → X est une
immersion, ainsi Tx est une k-orbite de X sous G.
(ii) Si X est une k-varie´te´, la notion de k-orbite sous G co¨ıncide avec celle
de [BLR90, §10.2, de´finition 10.4] : ceci re´sulte du corollaire 1.1.2.
1.2 Quotient par une action libre
Soit G un k-groupe alge´brique ope´rant a` droite sur un k-espace X . On
note α : X ×k G → X l’action en question. On suppose que l’action α est
libre, c’est-a-dire que le morphisme
ρ = (pr1, α) : X ×k G −→ X ×k X
(x, g) 7−→ (x, x.g)
est un monomorphisme.
The´ore`me. – Sous les hypothe`ses ci-dessus, le faisceau quotient X/G est
un k-espace, et la projection naturelle π : X → X/G fait de X un G-torseur
au-dessus de X/G.
De plus, X/G est localement se´pare´ (resp. se´pare´) si et seulement si ρ :
X ×k G→ X ×k X est une immersion (resp. une immersion ferme´e).
De´monstration: par de´finition, X/G est le quotient (au sens des faisceaux
fppf) de X par la relation d’e´quivalence R ⊂ X ×k X image de ρ. Comme ρ
est un monomorphisme, R s’identifie via ρ a` X ×k G et l’on voit donc que R
est une relation d’e´quivalence plate. Le fait que X/G soit un k-espace re´sulte
donc de [Art74, Corollary 6.3]. D’autre part nos hypothe`ses impliquent que
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les diagrammes
X ×k G α //
pr1

X
π

X
π //X/G
et
X ×k G ρ //
π ◦pr1

X ×k X
π×π

X/G
∆ // (X/G)×k (X/G)
sont carte´siens, ∆ de´signant le morphisme diagonal. On en de´duit, graˆce au
premier diagramme, que X est un G-torseur sur X/G ; le second donne les
assertions de se´paration (remarquer que les fle`ches verticales sont fide`lement
plates). 
1.3 Produit contracte´ d’un torseur et d’un espace a` ope´rateurs
1.3.1 Produits contracte´s. Soit G un faisceau en groupes sur Spec(k),
ope´rant a` droite sur un k-faisceau X et a` gauche sur un k-faisceau U . Rap-
pelons que le produit contracte´ X
G
∧ U est le faisceau quotient de X ×k U par
l’action a` droite de G donne´e par ((x, u), g) 7→ (xg, g−1u).
Nous supposerons dans la suite que G est un k-groupe alge´brique, que X
et U sont des k-espaces, et de plus que G ope`re librement sur X , de sorte que
X est un G-torseur au-dessus du k-espace Y := X/G (1.2). Dans ce cas, G
ope`re aussi librement sur X×kU via l’action ci-dessus, de sorte que X G∧ U est
un k-espace. En outre, on a un morphisme canonique X
G
∧ U → Y , localement
isomorphe (pour la topologie fppf) a` la premie`re projection Y ×U → Y ; cette
construction commute a` tout changement de k-espace de base Y ′ → Y .
1.3.2 Torsion. Notons G′ le Y -faisceau AutG(X/Y ) des automorphismes
du GY -torseur X : c’est une forme tordue de GY , qui ope`re naturellement a`
gauche sur X par Y -morphismes, et aussi sur X
G
∧ Z pour tout Y -faisceau Z
muni d’une action a` gauche de GY . On obtient de cette fac¸on un foncteur
(≪ torsion par X ≫) de la cate´gorie des Y -faisceaux avec action a` gauche de
GY vers celle des Y -faisceaux avec action a` gauche de G
′. Ce foncteur est
une e´quivalence de cate´gories [Gir71, III, remarque 1.6.7].
Lorsque Y = Spec(k), il s’ensuit formellement, en particulier, que l’on
a une bijection naturelle entre les k-orbites de U sous G et les k-orbites de
X
G
∧ U sous G′.
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1.3.3 Faisceaux inversibles. Si L est un fibre´ en droites G-line´arise´ sur U ,
alors M := X
G
∧ L est de fac¸on naturelle un fibre´ en droites G′-line´arise´ sur
X
G
∧ U . Supposons en outre que Y et U soient des varie´te´s, et que L soit ample
sur U ; alorsM est ample sur X
G
∧ U relativement a` Y , et en particulier X
G
∧ U
est un k-sche´ma quasi-projectif sur Y (et meˆme projectif si U est projectif
sur k) ; voir [BLR90, § 10.2, Lemma 6].
1.4 Le plus grand sous-groupe lisse d’un groupe alge´brique
Rappelons [CGP10, Lemma C.4.1] qu’une k-varie´te´ X admet un sous-
sche´ma ferme´ canonique, que nous noterons X♮, caracte´rise´ comme le plus
petit des sous-sche´mas ferme´sX ′ tels queX ′(L) = X(L) pour toute extension
se´parable L de k ; on peut construire X♮ comme l’adhe´rence sche´matique de
l’ensemble des points deX a` corps re´siduel se´parable (resp. fini se´parable) sur
k. Ce sous-sche´ma est fonctoriel en X (pour les morphismes de k-varie´te´s), et
sa formation commute aux extensions se´parables des scalaires et aux produits
de k-varie´te´s ; en particulier, si X est un k-groupe alge´brique, alors X♮ est un
sous-groupe lisse de X (et donc son plus grand sous-groupe lisse) ; on prendra
garde qu’il n’est pas ne´cessairement distingue´. Ceci e´tant, si on conside`re un
produit semi-direct N ⋊ G de k-groupes alge´briques, l’isomorphisme de k-
sche´mas N ♮ ×k G♮ ∼−→ (N × G)♮ indique que l’action de G♮ sur N stabilise
N ♮ et que l’on a un isomorphisme N ♮ ⋊k G
♮ ∼−→ (N ⋊k G)♮.
1.4.1 Proposition. – Soient G un k-groupe alge´brique et T un G-torseur
a` droite sur Spec (k). Notons ε ∈ (G/G♮)(k) la classe neutre, Q le quotient
T/G♮ et L une extension se´parable de k. Alors :
(1) On a (G/G♮)(L) = (G/G♮)(k) = {ε}.
(2) On a les e´quivalences :
Q(ks) 6= ∅ ⇐⇒ T (ks) 6= ∅ ⇐⇒ Card (Q(ks)) = 1 ⇐⇒ Card (Q(k)) = 1.
De´monstration: (1) Soit x ∈ (G/G♮)(L) : comme le morphisme canonique
π : G→ G/G♮ est lisse et surjectif, la fibre Gx de π en x admet des points a`
corps re´siduel se´parable sur L, et donc sur k ; ces points appartiennent donc
a` G♮L, donc x = ε.
(2) Supposons Q(ks) non vide ; conside´rant le morphisme lisse surjectif T →
Q, on voit comme en (1) que T (ks) 6= ∅. Ensuite, si T (ks) 6= ∅, alors Tks ∼= Gks
et donc Qks
∼= (G/G♮)ks, d’ou` Card (Q(ks)) = 1 d’apre`s (1).
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Si Q(ks) est re´duit a` un point, alors ce point est k-rationnel par descente,
donc Card (Q(k)) = 1. Enfin, l’implication Card (Q(k)) = 1⇒ Q(ks) 6= ∅ est
triviale. 
1.4.2 Corollaire. – Soient G un k-groupe alge´brique, Y une k-varie´te´ et
f : X → Y un G-torseur sur Y . Posons Z = X/G♮ et soit h : Z → Y le mor-
phisme canonique. Alors, pour toute extension se´parable k′ de k, l’application
Z(k′)→ Y (k′) induite par f est injective.
De´monstration: cela re´sulte de 1.4.1 (2) applique´ aux fibres de h. 
La condition suivante intervient dans les compactifications de groupes
[Gab12] :
1.4.3 De´finition. – On dit qu’un k-groupe alge´brique G satisfait la condi-
tion (∗) si tous les k-tores de Gk sont des k-tores de (G♮)k.
Cette proprie´te´ est ≪ insensible ≫ aux extensions se´parables de k ; plus pre´-
cise´ment :
1.4.4 Lemme. – Soit G un k-groupe alge´brique, et soit L une extension
de k. Si G ve´rifie (∗), le L-groupe GL ve´rifie (∗). La re´ciproque est vraie si
l’extension L/k est se´parable.
De´monstration: on sait que (G♮)L ⊂ (GL)♮, avec e´galite´ lorsque L/k est
se´parable. Les assertions re´sultent donc du lemme 1.4.4.1 qui suit, applique´
avec H = G♮. 
1.4.4.1 Lemme. – Pour un k-groupe alge´brique G et un sous-groupe lisse
H de G, de´signons par ∗(k,H,G) la proprie´te´ ≪ tout sous-k-tore de Gk est
contenu dans Hk ≫.
Alors, si L est une extension de k, les proprie´te´s ∗(k,H,G) et ∗(L,HL, GL)
sont e´quivalentes.
De´monstration: il est trivial que ∗(L,HL, GL) entraˆıne ∗(k,H,G).
Pour la re´ciproque on peut supposer k alge´briquement clos. Supposons
que ∗(L,HL, GL) ne soit pas ve´rifie´e : soient donc L une cloˆture alge´brique
de L et T un sous-tore de GL non contenu dans HL. Alors il existe un k-
sche´ma Y affine, inte`gre et de type fini, dont le corps des fonctions est une
sous-extension (de type fini) de L, et un sous-Y -tore T de GY qui n’est
pas contenu dans HY . Comme k est alge´briquement clos, il existe un point
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y ∈ Y (k) tel que la fibre Ty de T en y (vue comme sous-tore de G) ne soit
pas contenue dans H . Ainsi, ∗(k,H,G) n’est pas satisfaite. 
1.4.5 Lemme. – Soit G un k-groupe alge´brique.
(1) Si G est lisse, unipotent ou commutatif, il ve´rifie (∗).
(2) Soit G′ un k-sous-groupe de G contenant la composante neutre G♮◦ de
G♮. Si G ve´rifie (∗), alors G′ ve´rifie (∗).
(3) Soit G′ un k-sous-groupe de G tel que G/G′ soit fini. Pour que G ve´rifie
(∗), il faut et il suffit que G′ ve´rifie (∗).
(4) On suppose que G est un k-sous-groupe distingue´ d’un k-groupe lisse H .
Alors G ve´rifie (∗).
De´monstration: pour (1), le cas lisse et le cas unipotent sont e´vidents ; pour
le cas commutatif, remarquer que l’unique tore maximal de Gk est de´fini sur
k [CGP10, C.4.4] et donc contenu dans G♮. L’assertion (2) est imme´diate,
ainsi que (3) car Gk et G
′
k
ont les meˆmes sous-tores.
Montrons (4). Le fait que G soit distingue´ dans H , et H lisse, entraˆıne
que G♮ est un sous-groupe distingue´ de H : en effet H(ks) normalise G
♮
ks
et
est dense dans H puisque H est lisse, donc le normalisateur de G♮ dans H
est e´gal a` H .
Sans perte de ge´ne´ralite´, nous pouvons supposer k se´parablement clos. En
particulier le groupe lisse H admet un k-tore maximal E0 et T0 = (E0∩G)0red
est un k-tore maximal de G et a fortiori de G♮. Soit T un tore maximal
de Gk. Alors T = (E ∩ Gk)0red pour un tore maximal E de Hk. On sait
qu’il existe h ∈ H(k) satisfaisant E = hE0,k h−1 [CGP10, C.4.5(1)]. Ainsi
T = hT0,k h
−1 ⊂ h (G♮)k h−1 = (G♮)k. 
1.4.6 Remarque. – Il existe des k-groupes re´solubles de dimension 1 qui
ne satisfont pas la condition (∗), voir § 6.1.
Dans ce travail, la condition (∗) interviendra via le lemme suivant, variante
du lemme de Rosenlicht :
1.4.7 Lemme. – Soit k une cloˆture alge´brique de k. Soit Γ un k-groupe
alge´brique affine ope´rant sur une k-varie´te´ quasi-affine Z. Soit s ∈ Z(k), et
soit S ⊂ Γ le stabilisateur de s. On suppose que tous les k-tores de Γ sont
contenus dans S. Alors l’orbite Γ.s de s est ferme´e dans Z.
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De´monstration: on peut supposer k alge´briquement clos et Γ lisse (remplacer
Γ par Γred ne change pas l’orbite ensemblistement). Alors Γ.s est re´union
finie de transforme´s de Γ◦.s par des e´le´ments de Γ(k) : il suffit donc de voir
que l’orbite Γ◦.s sous Γ◦ est ferme´e. On supposera donc aussi Γ connexe.
Remplac¸ant Z par l’adhe´rence de Γ.s, on supposera Γ.s dense dans Z. Dans
ces conditions, le sous-groupe Γt de Γ engendre´ par ses sous-tores (qui est
distingue´) ope`re trivialement sur Z, de sorte que l’action se factorise par
U := Γ/Γt , groupe affine lisse connexe qui n’admet pas de sous-tore non
trivial [CGP10, A.2.8] et est donc unipotent. Vu l’hypothe`se quasi-affine, le
lemme de Rosenlicht [SGA3, XVII.5.7.3] montre alors que les orbites de U
dans Z sont ferme´es. 
1.5 Compactifications partielles dans les sche´mas de Hilbert ponc-
tuels
1.5.1 Notations. On fixe une k-alge`bre finie k′, de dimension d ≥ 1, et un
k′-espace alge´brique Q′, se´pare´ et de type fini. On note σ : Q′ → Spec(k′) le
morphisme structural et :
– V le k-espace induit Q′ → Spec(k′) → Spec(k) (de sorte que σ peut
eˆtre vu comme un morphisme de k-espaces V
σ−→ Spec(k′)) ;
– W =
∏
k′/k
Q′ le foncteur de restriction de Weil de Q′ relativement a` k′/k.
Pour tout k-sche´ma S, on a donc
W (S) = Q′(k′ ×k S).
On conside`re d’autre part le foncteur de Hilbert V [d] = HilbdV/k des sous-k-
espaces (ferme´s) finis de longueur d de V . Explicitement, pour tout k-sche´ma
S, on a
V [d](S) =
{
sous-espaces Z ⊂ V ×k S,
finis localement libres de rang d sur S
}
.
Un tel Z est automatiquement un sche´ma (affine sur S) ; on lui associe le
S-morphisme compose´
ϕZ : Z →֒ V ×k S σ×kIdS−−−−−→ k′ ×k S.
Noter que ϕZ est un morphisme de S-sche´mas finis localement libres de meˆme
rang d.
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1.5.1.1 Remarque. – Nous conside´rons ici W et V [d] comme des faisceaux
sur le site fppf de Spec(k) ; nous n’aurons a` utiliser aucun des re´sultats pro-
fonds de repre´sentabilite´ connus, comme le fait que V [d] est un k-espace
[Art69, § 6] et est meˆme quasi-projectif si V l’est ([Gro60, § 4], [Ber09, § 2],
ou [Nit05, § 5.5]). Le seul cas qui nous servira dans l’article est celui ou` Q′
est fini sur k′, pour lequel la repre´sentabilite´ (et meˆme la projectivite´ de V [d])
est tre`s facile : voir le lemme 1.5.5 plus bas.
1.5.2 Rappelons que l’on a un morphisme de foncteurs
u = uQ′/k′/k : W → V [d]
de´fini ainsi : si S est un k-sche´ma, on associe a` w ∈ W (S) le k′-morphisme
w′ : S ×k k′ → Q′. Son graphe
Γw′ ⊂ Q′ ×k′ (S ×k k′) = V ×k S
est un sous S-sche´ma ferme´ de V ×k S, isomorphe a` S ×k k′ et donc fini et
libre de rang d sur S : c’est le point uQ′/k′/k(S)(w) ∈ V [d](S) voulu.
Lemme. – (1) Pour tout k-sche´ma S, l’application uQ′/k′/k(S) ci-dessus
induit une bijection de W (S) sur l’ensemble des Z ⊂ Q′ ×k S tels que le
S-morphisme ϕZ de´fini en 1.5.1 soit un isomorphisme.
En particulier, le morphisme de foncteurs u : W → V [d] est repre´sentable
par une immersion ouverte.
(2) Si k′ est un corps, u induit une bijection de W (k) sur V [d](k).
De´monstration: Un sous-sche´ma Z ⊂ Q′×kS tel que ϕZ est un isomorphisme
de´finit une section de Q′ ×k S = V ×k S → k′ ×k S, c’est-a`-dire un point
de W (S) =
(∏
k′/k Q
′
)
(S). La partie (1) est alors imme´diate et laisse´e au
lecteur. L’assertion (2) en re´sulte : si k′ est un corps et si Z ⊂ V est fini de
rang d sur k, alors ϕZ : Z → Spec(k′) est ne´cessairement un isomorphisme.

1.5.2.1 Remarques. – De fac¸on image´e, on peut formuler (2) en disant que
V [d], vu comme compactification partielle de W , n’a pas de point k-rationnel
a` l’infini. Le meˆme argument montre d’ailleurs qu’il n’a pas de point K-
rationnel a` l’infini, de`s que K est une extension de k telle que K ⊗k k′ soit
un corps : le cas utile pour nous sera celui ou` k′ (resp. K) est une extension
radicielle (resp. se´parable) de k.
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Dans la suite, nous allons ge´ne´raliser cette proprie´te´ en remplac¸ant les
points par les orbites sous l’action d’un groupe alge´brique.
1.5.3 Version e´quivariante : orbites a` l’infini. On garde les notations
de 1.5.1 et 1.5.2, et l’on se donne de plus un k-groupe alge´brique G ope´rant
a` gauche sur V par k′-automorphismes, c’est-a`-dire que σ : V → Spec(k′) est
G-invariant). Il reviendrait au meˆme de se donner une action du k′-groupe
Gk′ sur Q
′ ; l’action de G sera plus commode a` utiliser).
On en de´duit formellement des actions de G (vu comme foncteur en
groupes) sur les foncteursW et V [d], et l’immersion ouverte u est e´quivariante
pour ces actions.
1.5.4 The´ore`me. – Avec les hypothe`ses et notations de 1.5.3, soient K une
extension de k et J ⊂ V [d]K une K-orbite pour l’action de GK (cf. 1.1.3).
Alors, si K ⊗k k′ est un corps, on a J ⊂WK .
De´monstration: en remplac¸ant k′ par K ⊗k k′, Q′ par Q′K , etc., on peut sup-
poser que K = k (et que k′ est un corps). Alors y : J → V [d] de´finit un
sous-espace Z de Q′×k J , fini localement libre de rang d sur J , et stable sous
G (ope´rant sur J ×k Q′ par l’action produit). Par 1.5.2, il s’agit de montrer
que le J-morphisme
ϕZ : Z −→ k′ ×k J
de´fini en 1.5.1 est un isomorphisme. Il est de´crit par un morphisme G-
e´quivariant
ψZ : k
′ ⊗k OJ −→ A := pr2∗(OZ)
de OJ-Alge`bres finies localement libres de rang d, line´arise´es pour l’action
de G sur J . En particulier le conoyau C de ψZ est un OJ -module cohe´rent
G-line´arise´. Conside´rons, pour chaque s ∈ N, la strate de Fitting (de rang s)
Fs(C ) ⊂ J : c’est un sous-sche´ma localement ferme´ de J , tel que la restriction
de C a` Fs(C ) soit localement libre de rang s, et universel pour cette proprie´te´
(cf. [GW10, §11.8]) Puisque C est G-line´arise´, chaque Fs(C ) est stable par
G ; comme G ope`re transitivement sur J , on a donc Fs(C ) = ∅ sauf pour une
valeur r de s, pour laquelle Fr(C ) = J . En d’autres termes, C est localement
libre de rang constant r.
Il reste a` voir que r = 0. Puisque C est localement libre de rang r, l’image
de ψZ est une alge`bre quotient de k
′⊗k OJ , localement libre de rang d− r, et
de´finit donc un sous-sche´ma T ⊂ k′ ×k J , fini localement libre sur J de rang
d − r et G-invariant. Comme G ope`re transitivement sur J et trivialement
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sur Spec(k′), T provient par descente d’un sous-k-sche´ma T0 de rang d−r de
Spec(k′). Puisque k′ est un corps, on a soit T0 = ∅ et r = d, soit T0 = Spec(k′)
et r = 0 ; mais le premier cas est exclu car ψZ est un morphisme d’alge`bres
non nulles, donc n’est pas nul. 
1.5.5 Lemme. – Soient Y un k-sche´ma fini, et d ∈ N. Alors le foncteur
Y [d] := HilbdY/k des sous-sche´mas finis de longueur d de Y est repre´sentable
par un k-sche´ma projectif, muni d’un faisceau ample Autk(Y )-line´arise´.
De´monstration: On pose Y = Spec (A) ou` A est une k-alge`bre finie ; on note
Alin le k-espace vectoriel sous-jacent a` A, et G le k-groupe Autk(Y ) ; c’est
e´videmment un sous-sche´ma en groupes ferme´ de GL(Alin), et en particulier
un k-groupe alge´brique affine.
La projectivite´ de Y [d] est un fait ge´ne´ral [Ber09, prop 2.13], mais se
voit facilement ici : en effet, pour tout k-sche´ma S, un point de Y [d](S) est
la meˆme chose qu’une OS-alge`bre quotient de OS ⊗k A, localement libre de
rang d comme OS-module. Ainsi, Y
[d] est de fac¸on naturelle un sous-sche´ma
ferme´ de la grassmannienne Grd(Alin) des quotients de rang d de Alin. De
plus, l’action de G sur Y [d] est induite par son action naturelle sur Grd(Alin),
laquelle se factorise par celle de GLk(Alin), de sorte que le faisceau ample
canonique sur Grd(Alin) (qui est GLk(Alin)-line´arise´) induit un faisceau ample
G-line´arise´ sur Y [d]. 
2 Corps topologiquement hense´liens ; le cas
des torseurs sous un groupe lisse
On de´signe par F un corps topologique se´pare´ ; on notera F̂ son comple´te´
(qui est une F -alge`bre topologique, et est un corps si la topologie de F est
de´finie par une valuation).
2.1 Varie´te´s sur un corps topologique ; corps topologiquement hen-
se´liens
On note VARF la cate´gorie des F -varie´te´s, TOP celle des espaces topo-
logiques, ENS celle des ensembles.
On peut (voir [We62, app. III], [KS83, p. 256]) d’une manie`re et d’une
seule, associer a` toute F -varie´te´ X (ou plus ge´ne´ralement a` tout F -sche´ma
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localement de type fini) une topologie sur l’ensemble X(F ), de telle sorte que
les conditions suivantes soient ve´rifie´es (dans lesquelles X et Y de´signent des
F -varie´te´s quelconques) :
(i) si X = A1F , la bijection naturelle de X(F ) sur F est un home´omor-
phisme ;
(ii) si f : X → Y est un F -morphisme, l’application induite f(F ) :
X(F ) → Y (F ) est continue ; si de plus f est une immersion ouverte
(resp. ferme´e), alors f(F ) est un plongement topologique ouvert (resp.
ferme´) ;
(iii) la bijection naturelle de (X ×F Y )(F ) sur X(F )×Y (F ) est un home´o-
morphisme ;
(iv) si X est un sche´ma se´pare´, alors X(F ) est un espace se´pare´.
(Ces conditions ne sont pas inde´pendantes : par exemple, (iv) est conse´quence
de (iii) et de (ii) applique´es au morphisme diagonal X → X ×F X .)
On obtient ainsi un foncteur, note´ X 7→ X(F )top (ou encore X 7→ Xtop),
de VARF dans TOP. Il re´sulte facilement des proprie´te´s ci-dessus que ce
foncteur transforme les immersions en plongements topologiques et commute
aux produits fibre´s.
2.1.1 De´finition. – Un corps topologique se´pare´ F est topologiquement
hense´lien si pour tout morphisme e´tale f : X → Y de F -varie´te´s, l’ap-
plication induite ftop est un home´omorphisme local.
2.1.1.1 Remarques. – Si l’on se limite aux topologies de´duites de valua-
tions ou de valeurs absolues (≪ V-topologies ≫), les corps topologiquement
hense´liens sont appele´s t-hense´liens dans l’article [PZ78], qui en donne di-
verses caracte´risations.
Outre les corps value´s hense´liens (proposition 2.1.4 plus bas), les corps
R et C sont topologiquement hense´liens (pour leur topologie classique), de
meˆme que leurs sous-corps Q et Q∩R et que tout corps re´el clos muni de la
topologie de l’ordre.
2.1.2 Lemme. – Soit F un corps topologiquement hense´lien, et soit f :
Y → X un morphisme lisse de F -varie´te´s.
Alors, pour tout y ∈ Y (F ), il existe un voisinage ouvert Ω de f(y) dans
Xtop tel que l’application induite ftop : Ytop → Xtop admette une section
continue Ω→ Ytop.
En particulier, ftop est ouverte.
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De´monstration: remarquer que si y ∈ Y (F ), il existe un morphisme h : Z →
Y et un point z ∈ Z(F ) tels que h(z) = y et que le compose´ f ◦ h : Z → X
soit e´tale [BLR90, § 2.2, prop. 14]. 
2.1.3 Remarque. – Re´ciproquement, soit F un corps topologique se´pare´
tel que ftop soit ouverte pour tout morphisme lisse f : X → Y de F -varie´te´s.
Alors F est topologiquement hense´lien : le lecteur le ve´rifiera en utilisant le
fait que si f est e´tale, le morphisme diagonalX → X×Y X est une immersion
ouverte. (Cette remarque n’est pas utilise´e dans la suite).
Nous allons justifier cette terminologie par l’e´nonce´ suivant (sans doute
bien connu, mais difficile a` trouver sous cette forme dans la litte´rature).
2.1.4 Proposition. – Tout corps value´ hense´lien est topologiquement hen-
se´lien.
De´monstration. Soient F un corps value´ hense´lien et f : X → Y un mor-
phisme e´tale de F -varie´te´s. Soit x ∈ X(F ) et soit y son image dans Y (F ) :
montrons que ftop est un home´omorphisme local au point x. Bien entendu,
il nous suffira pour cela de supposer que f est e´tale au point x, ce que nous
ferons syste´matiquement dans les re´ductions qui vont suivre.
On peut supposer que Y = Spec (A) est affine et que X est un ouvert de
Spec (A[T ]/P (T )) ou` P ∈ A[T ] est un polynoˆme (unitaire, si l’on veut) tel que
Py(T ) ∈ F [T ] soit se´parable [BLR90, § 2.3, prop. 3]. Sans perte de ge´ne´ralite´,
on peut supposer que X = Spec (A[T ]/P (T )). On plonge Y dans un espace
affine Y˜ = AnF = Spec (A˜) et on rele`ve P (T ) en un polynoˆme unitaire P˜ (T ) ∈
A˜[T ]. Remplac¸ant Y par Y˜ et P par P˜ , nous sommes ramene´s a` la situation
ou` Y = AnF = SpecF [Z] = SpecF [Z1, . . . , Zn], X = Spec (F [Z, T ]/(P )) ou`
P est unitaire en T , et ou` y (resp. x) est l’origine de AnF (resp. de A
n+1
F ).
En outre, la projection X → Y e´tant e´tale en x, nous pouvons choisir les
coordonne´es de manie`re que l’hyperplan tangent en x a` X ait pour e´quation
T = 0, de sorte que P est (a` un scalaire inversible pre`s) de la forme
P (Z, T ) = T +
∑
|I|+j≥2
aI,j Z
IT j (aI,j ∈ F ).
Notons R l’anneau de la valuation v, et m son ide´al maximal. Pour α ∈ F×,
nous pouvons remplacer P par Pα(Z, T ) :=
1
α
P (αZ, αT ). Le coefficient de
ZIT j dans Pα est α
|I|+j−1aI,j : dans cette formule l’exposant de α est > 0
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donc, prenant α assez proche de 0, on peut supposer que les coefficients aI,j
sont dans m. La proprie´te´ de Hensel montre alors que pour chaque z ∈ Rn, le
polynoˆme P (z, T ) ∈ R[T ] admet une unique racine t(z) dans m. En d’autres
termes, ftop induit une bijection entre f
−1
top(R
n) ∩ (Rn × m) (voisinage de x
dans Xtop) et R
n (voisinage de y dans F n).
Il reste a` voir que l’application z 7→ t(z) est continue a` l’origine, et pour
cela il suffit d’e´tablir que v(t(z)) ≥ min
i=1,...,n
v(zi). En d’autres termes, nous
devons montrer que si z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn et t ∈ m ve´rifient v(t) <
min
i=1,...,n
v(zi) (ce qui implique que t 6= 0), alors on a P (z, t) 6= 0. Il suffit pour
cela de voir que chaque terme zI tj , pour |I|+ j ≥ 2, est de valuation > v(t)
(rappelons que v(aI,j) > 0). Or c’est vrai si |I| ≥ 1 vu l’hypothe`se sur les
v(zi), et c’est vrai si I = 0 car alors j ≥ 2 et t ∈ mr {0}. 
2.2 Extension aux espaces alge´briques
A` partir de 2.2.6, le corps topologique F sera toujours suppose´ topologi-
quement hense´lien.
On identifie la cate´gorie VARF a` une sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie
ALGF des F -espaces (c’est-a`-dire, rappelons-le, des F -espaces alge´briques
quasi-se´pare´s de type fini). On se propose de de´finir, pour tout F -espace X ,
une topologie sur X(F ), qui co¨ıncide avec celle de´ja` de´finie lorsque X est un
sche´ma. Le cas d’un corps value´ complet de rang 1 est traite´ dans [Con12, §5].
Pour ne pas allonger de´mesure´ment ce travail, nous omettons ici la plupart
des de´monstrations.
2.2.1 De´finition. – Soit X un F -espace. On munit X(F ) de la topologie
suivante : une partie Ω ⊂ X(F ) est ouverte si et seulement si, pour toute
F -varie´te´ Z et tout F -morphisme ϕ : Z → X , l’ensemble ϕ−1(Ω) ⊂ Z(F )
est un ouvert de Ztop.
L’espace topologique ainsi obtenu sera note´ Xtop ou X(F )top.
2.2.2 Remarque. – En d’autres termes, on munit X(F ) de la topologie la
plus fine rendant continues toutes les applications ϕ(F ) lorsque ϕ parcourt
tous les F -morphismes d’une F -varie´te´ vers X . Noter qu’il est clair que l’on
peut se limiter aux varie´te´s Z qui sont affines.
2.2.3 Proposition. –
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(1) Si X est une F -varie´te´, la topologie de´finie en 2.2.1 (ou` X est vue comme
F -espace) co¨ıncide avec celle de´ja` de´finie en 2.1.
(2) Soit f : X → Y un morphisme de F -espaces. Alors :
(i) l’application ftop : Xtop → Ytop induite par f sur les points F -rationnels
est continue ;
(ii) si f est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immer-
sion ferme´e), alors ftop est un home´omorphisme sur son image, qui est
localement ferme´e (resp. ouverte, resp. ferme´e) dans Ytop.
De´monstration: les assertions (1) et (2) (i) sont imme´diates a` partir de la
de´finition 2.2.1. Montrons (2) (ii) : si f est une immersion alors ftop est injec-
tive, donc il suffit de voir que si f est une immersion ouverte (resp. ferme´e)
alors ftop est une application ouverte (resp. ferme´e), le cas d’une immersion
arbitraire en re´sultant par composition.
Traitons le cas d’une immersion ouverte (celui d’une immersion ferme´e est
entie`rement analogue). Soit Ω un ouvert de Xtop, et montrons que ftop(Ω)
est ouvert dans Ytop : soit donc h : Y
′ → Y un F -morphisme, ou` Y ′ est
une varie´te´. Il s’agit de voir que h−1top(ftop(Ω)) est un ouvert de Y
′
top. Posons
X ′ = X ×Y Y ′ et soient f ′ : X ′ → Y ′ et h′ : X ′ → X les morphismes
e´vidents. Alors f ′ est une immersion ouverte, et en particulier X ′ est un
sche´ma. De plus h−1top(ftop(Ω)) = f
′
top(h
′−1
top (Ω)) qui est bien ouvert dans Y
′
top
puisque h′−1top (Ω) est ouvert dans X
′
top et que f
′ est une immersion ouverte
entre varie´te´s. 
Lorsque F est topologiquement hense´lien, on dispose d’une autre ca-
racte´risation de la topologie de 2.2.1, en termes de recouvrements e´tales (cf.
2.2.6 plus bas). Pour y parvenir, nous aurons besoin de l’e´nonce´ suivant, va-
riante d’un re´sultat de Gruson et Raynaud [GR71, I, proposition 5.7.6], et
de son corollaire :
2.2.4 Proposition. – [CLO09, Theorem 3.1.1] Soit X un espace alge´brique
quasi-compact et quasi-se´pare´. Il existe une suite croissante finie
∅ = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Ur = X
d’ouverts quasi-compacts de X , avec la proprie´te´ suivante : pour chaque i >
0, si l’on note Zi le sous-espace ferme´ re´duit de Ui comple´mentaire de Ui−1,
il existe un morphisme e´tale surjectif πi : Yi → Ui qui est un isomorphisme
au-dessus de Zi, et ou` Yi est un sche´ma quasi-compact et se´pare´. 
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2.2.5 Corollaire. – Soit X un espace alge´brique quasi-compact et quasi-
se´pare´. Il existe un sche´ma affine Y et un morphisme e´tale surjectif π : Y →
X tel que pour tout anneau artinien A l’application Y (A) → X(A) induite
par π soit surjective. 
2.2.6 Proposition. – On suppose F topologiquement hense´lien.
Soit Y un F -espace. Fixons un F -morphisme e´tale π : X → Y , ou` X est
une F -varie´te´ se´pare´e.
Alors πtop : Xtop → Ytop est ouverte.
En particulier, si de plus π induit une surjection de X(F ) sur Y (F ) (e´tant
donne´ Y , un tel morphisme π existe, d’apre`s 2.2.5), alors Ytop s’identifie au
quotient de Xtop par la relation d’e´quivalence de´finie par πtop. 
2.2.7 Produits fibre´s. Conside´rons un diagramme carte´sien
X ×S Y g
′
//
f ′

X
f

Y
g
// S
de F -espaces. Notons j : X ×S Y → X ×F Y le monomorphisme naturel : il
induit une injection continue
jtop : (X ×S Y )top →֒ (X ×F Y )top.
On a d’autre part une application continue naturelle
α : (X ×S Y )top → Xtop ×Stop Ytop
de´duite des proprie´te´s universelles, et e´videmment bijective.
Proposition. – Avec les hypothe`ses et notations ci-dessus, on suppose F
topologiquement hense´lien.
(1) Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) α est un home´omorphisme ;
(ii) jtop est un home´omorphisme sur son image.
(2) Les conditions de (1) sont satisfaites dans les deux cas suivants :
(iii) l’un des morphismes f , f ′, g, g′ est une immersion ;
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(iv) S est localement se´pare´. 
2.2.7.1 Remarques. – (1) Bien entendu, un cas particulier de (iv) est celui
ou` S = Spec (F ). En d’autres termes, le foncteur X 7→ Xtop commute aux
produits de F -espaces.
(2) Le cas (iii) n’utilise pas l’hypothe`se que F est topologiquement hense´lien.
(3) Un cas particulier utile de (iii) est le fait que pour f : X → S quelconque
et s ∈ S(F ), la fibre f−1top(s) s’identifie a` (f−1(s))top, l’inclusion d’un point
rationnel e´tant toujours une immersion.
(4) On verra en 6.3 un exemple ou` les conditions de (1) ne sont pas satisfaites.
2.2.8 Proposition. – (morphismes lisses et e´tales) On suppose F topolo-
giquement hense´lien. Soit f : X → Y un morphisme lisse de F -espaces.
Alors :
(1) ftop : Xtop → Ytop est ouverte.
(2) On suppose que f est e´tale et que, de plus, la bijection naturelle
(X ×Y X)top → Xtop ×Ytop Xtop est un home´omorphisme (condition ve´rifie´e
notamment, d’apre`s 2.2.7, si Y est localement se´pare´). Alors ftop est un ho-
me´omorphisme local.
(3) Si Y est localement se´pare´, alors ftop ≪ a des sections locales ≫ au sens
suivant : pour tout x ∈ Xtop, il existe un voisinage V de f(x) dans Ytop et
une section continue s : V → Xtop de f sur V telle que s(f(x)) = x. 
2.3 Corps value´s hense´liens : utilisation de mode`les entiers
On suppose dans cette section que F est un corps muni d’une valua-
tion (non triviale) v d’anneau A, et de la topologie associe´e. On notera I
l’ensemble des ide´aux stricts et non nuls de A, m ∈ I son ide´al maximal,
k = A/m son corps re´siduel.
On se propose de de´crire l’espace Xtop, ou` X est une F -varie´te´, en termes
des ≪ mode`les entiers ≫ de X , c’est-a`-dire des A-espaces alge´briques X de
type fini munis d’un isomorphisme XF
∼→X . Comme dans la section 2.2, les
de´monstrations sont omises.
2.3.1 Topologie sur les points entiers. Soit X un A-espace alge´brique
quasi-se´pare´ de type fini. (Le lecteur pourra constater que les constructions
qui suivent ont un sens pour des foncteurs plus ge´ne´raux).
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On notera
ρX ,J : X (A) −→ X (A/J) (J ∈ I)
ρX : X (A) −→ lim←−
J∈I
X (A/J)
les applications e´videntes ; on utilisera aussi la notation ≪ x mod J ≫ pour
ρX ,J(x).
On munira chaque X (A/J) de la topologie discre`te, lim←−
J∈I
X (A/J) de la
topologie limite projective, et l’ensemble X (A) de la topologie induite via
ρX . L’espace topologique obtenu sera note´ X (A)A,top, ou XA,top.
2.3.1.1 Proposition. – L’application ρX est injective. En particulier, l’es-
pace XA,top est se´pare´.
De´monstration: soient x et x′ dans X (A) ayant meˆme image par ρX . Le
noyau de la double fle`che Spec (A)
x
⇒
x′
X est alors repre´sente´ par un mono-
morphisme de A-sche´mas Z → Spec (A) ; d’autre part, le fait que ρX (x) =
ρX (x
′) entraˆıne l’existence, pour chaque J ∈ I, d’un A-morphisme sJ :
Spec (A/J)→ Z. Comme Z est un sche´ma (et les sJ automatiquement com-
patibles), on en de´duit un A-morphisme Spec (Â)→ Z. Ainsi, Z → Spec (A)
est a` la fois un monomorphisme de sche´mas et un e´pimorphisme de faisceaux
fpqc (rappelons que Â est fide`lement plat sur A) ; c’est donc un isomorphisme,
de sorte que x = x′. 
Si x ∈ X (A) et J ∈ I, on notera BX (x, J) la ≪ boule de rayon J ≫
BX (x, J) = ρ
−1
X,J (ρX,J (x)) = {x′ ∈ X (A) | x′ mod J = x mod J}
(de sorte que la famille (BX (x, J))J∈I est une base de voisinages ouverts de
x dans XA,top).
Si ϕ : X → Y est un morphisme d’espaces alge´briques quasi-se´pare´s de
type fini sur A, l’application naturelle ϕA,top : XA,top → YA,top est continue,
et plus pre´cise´ment envoie BX (x, J) dans BY (ϕ(x), J) pour tout x ∈ X (A)
et tout J ∈ I.
2.3.2 Proposition. – On garde les notations de 2.3.1 ; en particulier les
lettres X , Y de´signent des A-espaces alge´briques quasi-se´pare´s de type fini,
et ϕ : X → Y un A-morphisme.
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(1) Le foncteur X 7→ XA,top (de la cate´gorie des A-espaces alge´briques
quasi-se´pare´s de type fini dans celle des espaces topologiques) commute aux
produits fibre´s finis.
(2) Si ϕ est un monomorphisme, alors ϕA,top est un plongement topologique
ferme´.
(3) Supposons A hense´lien et ϕ e´tale. Alors ϕA,top est un home´omorphisme
local ; plus pre´cise´ment, pour tout x ∈ X (A) et tout J ∈ I, ϕA,top induit un
home´omorphisme de BX (x, J) sur BY (f(x), J). 
2.3.2.1 Remarque. – (non utilise´e dans la suite)
Avec les notations de 2.3.1, il est clair que l’application ρX se factorise
par X (Â), puisque A/J
∼→ Â/JÂ pour tout J ∈ I. En fait, on voit facilement
que l’ensemble lim←−
J∈I
X (A/J) s’identifie a` X (Â) si Â est hense´lien, ou de fa-
c¸on e´quivalente si chacun des quotients A/J (J ∈ I) est hense´lien ; ce sera
le cas notamment si A est hense´lien, ou si Γ est de rang 1 (c’est-a`-dire si
dimA = 1).
2.3.3 Comparaison des topologies sur les A-points et les F -points.
Gardons les hypothe`ses et notations de 2.3.1 ; en outre, notons j : Spec (F ) →֒
Spec (A) le morphisme canonique, et conside´rons l’application naturelle
j∗ : XA,top −→ XF,top
x 7→ x ◦ j.
Rappelons que XA,top est l’ensemble X (A) muni de la topologie de 2.3.1 ;
par ailleurs, XF,top de´signe l’ensemble X (F ), identifie´ a` XF (F ) et muni a`
ce titre de la topologie du § 2.2 (puisque XF = X ⊗A F est un F -espace
alge´brique de type fini).
2.3.4 Proposition. – Avec les notations de 2.3.3, on suppose en outre que
A est hense´lien, ou bien que X est un sche´ma. Alors :
(1) j∗ est continue et ouverte.
(2) Si XF est localement se´pare´, j
∗ est un home´omorphisme local.
(3) Si X est localement se´pare´, alors, pour tout x ∈ X (A), j∗ induit un
home´omorphisme de BX (x,m) sur un ouvert de X (F ).
(4) Si X est se´pare´ (resp. propre sur A), alors j∗ est un plongement topo-
logique ouvert (resp. un home´omorphisme). 
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Donnons quelques indications sur la preuve de 2.3.4.
(a) On commence par montrer que si X est localement se´pare´, alors (sans
hypothe`se hense´lienne sur A) la restriction de j∗ a` BX (x,m) est injective
(pour y et y′ ayant meˆme image, conside´rer le noyau de Spec (A)
y′
⇒
y
X ).
(b) Il en re´sulte que pour X localement se´pare´, (2) et (3) sont e´quivalentes.
(c) On montre (3) lorsque X est un sche´ma par re´duction au cas affine.
(d) Pour A hense´lien et XF localement se´pare´, il y a un A-sche´ma affine X
′
et un A-morphisme e´tale π : X ′ → X tels que x se rele`ve en x′ ∈ X ′(A).
On montre alors (2) en utilisant 2.3.2 (3) (applique´ a` π), 2.2.8 (2) (applique´
a` πF ), et l’assertion (3) pour les sche´mas (applique´e a` X
′).
(e) L’assertion (4) est conse´quence e´vidente de (2) et du fait que, pour X
se´pare´ (reps. propre), j∗ est injective (resp. bijective).
(f) Enfin, (1) est imme´diate (et re´sulte d’ailleurs de (2)) si X est un sche´ma
affine ; pour A hense´lien, on se rame`ne a` ce cas en utilisant 2.3.2 (3) comme
en (d).
2.4 Torseurs sous un groupe lisse
2.4.1 Proposition. – Soit F un corps topologiquement hense´lien. Soient G
un F -groupe alge´brique lisse, Y un F -espace, et f : X → Y un G-torseur
au-dessus de Y (de sorte que X est aussi un F -espace).
Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte, et son image I ⊂ Ytop est ouverte et
ferme´e.
Si de plus Y est localement se´pare´, l’application induite Xtop → I est une
Gtop-fibration principale.
De´monstration: comme f est lisse, ftop est ouverte (2.2.8 (1)), et son image
est ouverte. Cette image est l’ensemble des y ∈ Y (F ) tels que le G-torseur
Xy := f
−1(y) sur Spec (F ) soit trivial. Elle est donc ferme´e en vertu du
lemme 2.4.1.1 ci-dessous.
La dernie`re assertion vient du fait que Xtop → Ytop est automatiquement
un pseudo-torseur sous Gtop par fonctorialite´ (c’est-a`-dire que l’application
Gtop×Xtop → Xtop×Ytop Xtop donne´e par (g, x) 7→ (gx, x) est un home´omor-
phisme ; on utilise ici la compatibilite´ aux produits fibre´s), et que ftop admet
des sections locales au voisinage de tout point de I (2.2.8 (3)). 
2.4.1.1 Lemme. – Sous les hypothe`ses de la proposition 2.4.1, l’application
[f ] : Ytop −→ H1et(F,G)
y 7−→ [Xy]
est localement constante.
De´monstration: fixons une classe ξ ∈ H1et(F,G), et soit T un G-torseur sur
Spec (F ) de classe ξ. Conside´rons le G-torseur ≪ constant ≫ TY = T ×F Y
au-dessus de Y . Le faisceau e´tale I := IsomGY (TY , X) des morphismes (de
G-torseurs sur Y ) de TY vers X est un torseur sous le groupe des G-automor-
phismes de T ; ce groupe est une forme inte´rieure de G et donc un F -groupe
lisse, de sorte que l’image de I(F ) dans Ytop est ouverte. Or celle-ci n’est
autre que [f ]−1(ξ), d’ou` la conclusion. 
2.4.2 Proposition. – Soit F un corps topologiquement hense´lien. Soient
G un F -groupe alge´brique, Y un F -espace, et f : X → Y un G-torseur
au-dessus de Y .
On note I ⊂ Ytop l’image de ftop. Conside´rons les proprie´te´s suivantes :
(i) l’application induite Xtop → I est une Gtop-fibration principale ;
(ii) l’application induite Xtop → I est ouverte ;
(iii) l’application induite Xtop/G(F )→ I est un home´omorphisme ;
(iv) ftop : Xtop → Ytop est stricte (0.7).
Alors on a les implications (i)⇒(ii)⇔(iii)⇔(iv), et les quatre conditions sont
e´quivalentes si Y est localement se´pare´.
2.4.2.1 Remarque. – Lorsque F est un corps value´ admissible, cette pro-
position est une conse´quence triviale du the´ore`me principal 0.2 : les pro-
prie´te´s (ii) a` (iv) sont vraies, et (i) l’est si Y est localement se´pare´. Comme
le the´ore`me 0.2 sera de´montre´ sans utiliser 2.4.2, cette proposition est donc
redondante dans ce cas. Ceci e´tant, elle donne un re´sultat partiel dans la
direction de 0.2 sans faire intervenir les compactifications.
De´monstration de la proposition : les implications (i)⇒(ii)⇒(iii)⇔(iv) sont
imme´diates ; en outre (iii)⇒(ii) vient du fait que la relation d’e´quivalence
de´duite d’une action continue de groupe est toujours ouverte.
Supposons maintenant (ii) ve´rifie´e et Y localement se´pare´, et montrons
(i). Posons X ′ = X/G♮, ou` G♮ est de´fini en 1.4 ; noter en particulier que
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G♮top = Gtop. Alors f se factorise suivant
f : X
f ′−→ X ′ g−→ Y.
Notons I ′ ⊂ X ′top l’image de f ′top. On a un diagramme d’espaces topologiques
Xtop
f ′1−→ I ′ g1−→ I →֒ Ytop
ou` f ′1 est surjective par de´finition de I
′, et g1 bijective par 1.4.2. Par hypothe`se
la compose´e g1 ◦ f ′1 est ouverte. On en de´duit que g1 est ouverte, donc est
un home´omorphisme de I ′ sur I. Il suffit donc de voir que f ′1 est une G
♮
top-
fibration principale. Comme f ′ est un G♮-torseur et que G♮ est lisse, il suffit
pour cela d’appliquer 2.4.1 en remarquant queX ′ est localement se´pare´ : cette
dernie`re proprie´te´ re´sulte de l’hypothe`se sur Y et du fait que g : X ′ → Y est
un morphisme se´pare´ (il est localement isomorphe, pour la topologie fppf sur
sur Y , a` la projection Y × (G/G♮)→ Y ). 
2.5 Corps value´s hense´liens : approximation faible et applications
2.5.1 Rappels sur les corps value´s hense´liens.
Soit (K, v) un corps value´, d’anneau de valuation A. Rappelons que
pour que (K, v) soit hense´lien (c’est-a`-dire pour que A soit un anneau lo-
cal hense´lien) il faut et il suffit que pour toute extension finie L de K, la
valuation v se prolonge de manie`re unique en une valuation de L [War89, th.
32.8 p. 348]. Dans ce cas, on supposera toujours L muni de cette valuation,
et de la topologie associe´e.
On prendra garde qu’un corps value´ complet n’est pas ne´cessairement
hense´lien ; c’est toutefois vrai si la valuation est de rang 1.
Supposons (K, v) hense´lien ; notons K̂ son comple´te´, et Ks une cloˆture
se´parable de K. Alors K̂ est hense´lien (c’est imme´diat) et de plus K est
se´parablement ferme´ dans K̂ [War89, th. 32.19 p. 357], de sorte que K̂ ⊗K
Ks est un corps. Le corps K̂ ⊗K Ks est meˆme une cloˆture se´parable de K̂.
En effet, en vertu du the´ore`me de l’e´le´ment primitif, une extension finie
se´parable de K̂ est isomorphe a` K̂[t]/P (t) ou` P de´signe un K̂-polynoˆme
unitaire se´parable ; si Q est un K-polynoˆme unitaire (se´parable) assez proche
de P , alors P (T ) et Q(T ) ont meˆme meˆme corps de de´composition sur K̂
[War89, 32.20], donc P se de´compose sur K̂ ⊗K Ks. On a montre´ que K̂ ⊗K
Ks est une cloˆture se´parable de K̂, on a donc un isomorphisme Gal(K̂ ⊗K
Ks/K̂)
∼−→ Gal(Ks/K).
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2.5.2 Proposition. – (approximation faible) Soient F un corps value´ hen-
se´lien et X un F -espace. On suppose que X est lisse ou que F est admissible
(0.1.1). Alors X(F ) est dense dans X(F̂ ).
De´monstration: dans les deux cas, les e´nonce´s 2.2.5 et 2.2.6 permettent de
se ramener au cas ou` X est une varie´te´.
Lorsque F est admissible, le re´sultat est alors de´montre´ dans [MB12b,
corollaire 1.2.1] (comme conse´quence du the´ore`me d’approximation fort, voir
3.2.2 plus bas).
Supposons de´sormais X lisse. On peut en outre supposer X affine et pu-
rement de dimension d ≥ 1. Soient Ω un ouvert non vide de X(F̂ )top et
x ∈ Ω. Remplac¸ant X par un voisinage affine de x, on peut supposer qu’il
existe un morphisme e´tale f : X → AdF . Comme F̂ est hense´lien, la pro-
position 2.1.4 montre que l’application ftop : X(F̂ )top → F̂ d est ouverte. En
particulier ftop(Ω) est ouvert dans F̂
d, donc rencontre F d car F est dense dans
F̂ . Autrement dit, Ω rencontre f−1top(F
d). Mais comme F est se´parablement
ferme´ dans F̂ et f e´tale, on a f−1top(F
d) = X(F ), d’ou` X(F ) ∩ Ω 6= ∅. 
2.5.3 Proposition. – Soit (K, v) un corps value´ hense´lien, de comple´te´ K̂.
Soit G un K-sche´ma en groupes localement de type fini. On notera
ρi : Hi(K,G)→ Hi(K̂, G)
l’application naturelle, de´finie pour i ∈ {0, 1} en ge´ne´ral et pour i ∈ N si G
est commutatif.
(1) Si K est admissible, ρ1 est injective.
(2) Si G est lisse, ρ1 est bijective.
(3) Si G est commutatif, ρi est bijective pour tout i ≥ 2.
De´monstration: (1) L’argument de torsion habituel nous rame`ne a` e´tablir
la trivialite´ du noyau de l’application H1(K,G) → H1(K̂, G). Soit donc
E un G-torseur tel que E(K̂) 6= ∅. Alors E est automatiquement un K-
espace alge´brique se´pare´ et localement de type fini ; il admet donc un sous-
espace ouvert U , de type fini sur K et ve´rifiant U(K̂) 6= ∅. Le the´ore`me
d’approximation faible 2.5.2 montre que E(K) 6= ∅. On conclut que E/K est
le G-torseur trivial.
(2) Comme G est lisse sur K, les cohomologies e´tale et fppf de G co¨ıncident.
D’autre part tout G-torseur est lisse sur K, de sorte que l’injectivite´ se
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de´montre comme en (1) en utilisant le cas lisse de 2.5.2. Pour la surjecti-
vite´, on se limite dans un premier temps au cas ou` G est affine. On plonge
alors G dans un K-groupe line´aire GL(V ) et on pose X = GL(V )/G. Sui-
vant le the´ore`me 90 de Hilbert, H1et(K,GL(V )) = 1 et H
1
et(K̂,GL(V )) = 1.
La suite exacte courte de cohomologie galoisienne [Se94, I.5.4] produit donc
un carre´ commutatif exact d’ensembles pointe´s
X(K) −−−→ H1et(K,G) −−−→ 1y y
X(K̂) −−−→ H1et(K̂, G) −−−→ 1.
On a vu que l’application X(K̂)top → H1et(K̂, G) est localement constante
(lemme 2.4.1.1). Comme X(K) est dense dans X(K̂)top d’apre`s 2.5.2, il suit
que le compose´ X(K) → X(K̂) → H1et(K̂, G) est surjectif. Le diagramme
ci-dessus permet de conclure que l’application H1(K,G) → H1et(K̂, G) est
surjective, donc bijective.
Il reste a` montrer la surjectivite´ de la restriction H1et(K,G)→ H1et(K̂, G)
pour G/K lisse quelconque. Soit γ̂ ∈ H1et(K̂, G), et soit L une extension finie
se´parable de K̂ qui trivialise γ̂. D’apre`s 2.5.1, il existe une extension finie
se´parable K ′ de K telle que L = K̂ ⊗K K ′, qui est aussi le comple´te´ K̂ ′ de
K ′.
Le quotient X =
( ∏
K ′/K
G
)
/G est repre´sentable par un K-sche´ma [SGA3,
VIA.3.2]. On observe que X est une K-forme de G
[K ′:K]−1 donc est lisse. On
a le diagramme commutatif d’ensembles pointe´s
X(K) −−−→ H1et(K,G) −−−→ H1et
(
K,
∏
K ′/K
G
) ∼←− H1et(K ′, G)y y y y
X(K̂) −−−→ H1et(K̂, G) −−−→ H1et
(
K̂,
∏
K ′/K
G
) ∼←−H1et(K̂ ′, G),
ou` dans chaque ligne la suite des deux premie`res fle`ches est exacte, et ou` les
bijections de droite sont celles ≪ de Shapiro ≫ [SGA3, XXIV.8.4]. L’applica-
tion X(K̂)top → H1et(K̂, G) est localement constante et X(K) est dense dans
X(K̂)top, donc X(K) se surjecte sur H
1(K̂ ′/K̂, G), qui contient γ̂ vu le choix
de K ′. Le diagramme ci-dessus montre que γ̂ provient de H1et(K,G).
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(3) Premier cas : G est lisse. On va utiliser l’argument classique de de´calage
par re´currence sur i ≥ 2 en notant que le cas i = 1 a e´te´ traite´. Pour tout
corps F/K, on a Hiet(F,G)
∼−→ Hifppf(F,G) pour tout i ≥ 0 (voir [Gro68,
11.7] ou [Mil80, III.3.9 et 3.11.(b)]). En particulier Hi(K,G) co¨ıncide avec la
cohomologie galoisienne Hi(Gal(Ks/K), G(Ks)) et commute aux limites in-
ductives filtrantes de K-corps. Soit donc K ′/K une extension finie se´parable
et conside´rons le K-groupe quotient (lisse) H =
( ∏
K ′/K
G
)
/G. La suite exacte
de K-groupes 0→ G→ ∏
K ′/K
G→ H → 0 donne lieu au diagramme commu-
tatif exact
Hi−1et (K,
∏
K ′/K
G) −−−−→ Hi−1et (K,H) −−−−→ Hiet(K,G) −−−−→ Hiet(K,
∏
K ′/K
G)y y≀ y y
Hi−1et (K̂,
∏
K ′/K
G) −−−−→ Hi−1et (K̂,H) −−−−→ Hiet(K̂,G) −−−−→ Hiet(K̂,
∏
K ′/K
G).
La seconde fle`che verticale (en partant de la gauche) est bijective suivant
l’hypothe`se de re´currence. La premie`re l’est e´galement en tenant compte du
≪ lemme de Shapiro ≫ [Se94, I.2.5]. Par suite l’application
ker
(
Hiet(K,G)→ Hiet(K ′, G)
) → ker(Hiet(K̂, G)→ Hiet(K̂ ⊗K K ′, G))
est bijective. En passant a` limite sur les sous-extensions finies K ′/K de Ks,
on obtient que Hiet(K,G)
∼−→ ker(Hiet(K̂, G) → Hiet(K̂ ⊗K Ks, G)). Suivant
2.5.1, le corps K̂ ⊗K Ks est se´parablement clos d’ou` la bijection souhaite´e
Hiet(K,G)
∼−→ Hiet(K̂, G).
Second cas : G est fini. Soit A l’alge`bre affine du dual de Cartier de G. Alors
G se plonge canoniquement dans le groupe des unite´s U de A, qui est un
ouvert de Zariski du K-espace affine sous-jacent a` A est est donc lisse. On
a donc une suite exacte 1 → G → U → U/G → 1. Les groupes U et U/G
e´tant lisses commutatifs, ils sont justiciables du cas pre´ce´dent et l’on conclut
par de´vissage.
Cas ge´ne´ral. En caracte´ristique nulle, G est lisse et le premier cas suffit. Si
K est de caracte´ristique p > 0, il existe un entier n ≥ 1 tel que le quotient
de G′ = G/FrnG par le noyau du morphisme de Frobenius ite´re´ soit lisse
[SGA3, VIIA.8.3]. Ce noyau N = FrnG est fini sur K. En tenant compte des
cas pre´ce´dents, la suite exacte 0→ N → G→ G′ → 1 donne donc le re´sultat
par de´vissage. 
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2.5.4 Remarques. – (a) L’assertion (1) est fausse si K est hense´lien mais
non admissible. Plus ge´ne´ralement, soit E ⊂ F une extension de corps non
se´parable, de caracte´ristique p. Alors il existe une suite (a1, . . . , an) dans
E, libre sur Ep mais lie´e sur F p, avec n minimal. Conside´rons le E-groupe
alge´brique G noyau de l’homomorphisme f : (x1, . . . , xn−1) 7→
n−1∑
i=1
xpi ai de
Gn−1a dans Ga. Alors l’e´quation f(x1, . . . , xn−1) = an de´finit un G-torseur
non trivial qui est trivialise´ par F . Ainsi l’application naturelle H1(E,G)→
H1(F,G) n’est pas injective.
(b) L’assertion (2) est fausse en ge´ne´ral pour un K-groupe non lisse comme
l’indique le contre-exemple suivant. On note A l’hense´lise´ de Fp[t] en 0 et K
son corps de fractions. Alors le comple´te´ de K est Fp((t)). La fle`che K/K
p →
K̂/(K̂)p n’est pas surjective car le membre de gauche est de´nombrable alors
que le membre de droite ne l’est pas.
(c) Lorsque G est lisse ou K admissible (cas (1) et (2)), le the´ore`me d’ap-
proximation faible 2.5.2, applique´ a` G, peut eˆtre vu comme le cas i = 0 :
l’application ρ0 : G(K) → G(K̂) (e´videmment injective) est d’image dense
pour la topologie naturelle sur G(K̂).
3 Corps value´s admissibles ; le cas d’un groupe
G tel que G◦red soit lisse
3.1 Corps value´s admissibles : ge´ne´ralite´s
Donnons d’abord quelques proprie´te´s e´le´mentaires des corps value´s ad-
missibles, de´finis en 0.1.1 ; elles ne seront pas utilise´es ici, et nous en laissons
au lecteur les de´tails des de´monstrations :
3.1.1 Proposition. – Soit (K, v) un corps value´ admissible, de comple´te´ K̂
et d’exposant caracte´ristique p.
(1) K est alge´briquement ferme´ dans K̂.
(2) L’endomorphisme x 7→ xp de K est ferme´.
(3) Si L est une extension finie de K (munie de sa valuation prolongeant v,
cf. 2.5.1), alors :
(a) L est admissible ;
(b) l’homomorphisme canonique K̂ ⊗K L→ L̂ est un isomorphisme ;
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(c) comme K-espace vectoriel topologique, L est topologiquement libre
(c’est-a`-dire isomorphe a` K⊕[L:K]) ; en particulier tout sous-espace vec-
toriel de L (et notamment K) est ferme´ dans L.
Donnons seulement quelques indications sur la preuve de (3). On sait
d’apre`s [BouAC, VI.8.2] que l’homomorphisme de (b) est surjectif et a pour
noyau le nilradical de K̂⊗K L ; puisque K̂/K est se´parable, (b) en re´sulte (et
entraˆıne imme´diatement (a)). Pour montrer (c), rappelons d’abord que (c)
est vrai si K est complet : sur un corps value´ complet non discret, tout espace
vectoriel topologique se´pare´ de dimension finie est libre [BouAC, VI.5.2, prop.
4]. Soit maintenant ϕ : L→ K une forme K-line´aire, et montrons que ϕ est
continue (ce qui suffit pour montrer (c)). L’assertion (b) implique que ϕ se
prolonge en une forme K̂-line´aire ϕK̂ : L̂→ K̂ ; celle-ci est automatiquement
continue d’apre`s le cas complet, donc ϕ l’est aussi par restriction. 
3.2 Le the´ore`me d’approximation fort ; applications
3.2.1 Notations. On de´signe par (K, v) un corps value´ admissible, par A
l’anneau de v, par k son corps re´siduel et par K̂ le comple´te´ de K.
3.2.2 The´ore`me. – (≪ the´ore`me d’approximation fort ≫) Sous les hypo-
the`ses de 3.2.1, soit Z un A-espace alge´brique de pre´sentation finie. Pour
tout ide´al non nul J de A, il existe un ide´al non nul J ′ ⊂ J tel que Z (A) et
Z (A/J ′) aient meˆme image dans Z (A/J).
De´monstration: lorsque Z est un sche´ma, le the´ore`me est e´tabli dans [Gre66]
pour les valuations discre`tes et dans [MB12b] pour le cas ge´ne´ral.
Sinon, il existe d’apre`s 2.2.5 un morphisme e´tale π : Z ′ → Z , ou` Z ′ est
un sche´ma affine, tel que (notamment) l’application induite πk : Z
′(k) →
Z (k) soit surjective.
Or, comme π est e´tale et que A (et donc tout quotient de A) est hense´lien,
le syste`me projectif (Z ′(A/J))J (ou` J parcourt les ide´aux stricts de A) se
de´duit du syste`me projectif (Z (A/J))J par le changement de base surjectif
πk. L’e´nonce´ est une conse´quence formelle de cette remarque et du cas des
sche´mas (applique´ a` Z ′). 
3.2.2.1 Remarque. – Dans l’e´nonce´ de 3.2.2, on peut prendre J ′ de la
forme cJn, ou` n ∈ N>0 et c ∈ Ar{0} sont inde´pendants de J ; nous n’aurons
pas a` utiliser ce fait.
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Le the´ore`me 3.2.2 a la conse´quence suivante, essentielle pour la preuve de
0.2 :
3.2.3 The´ore`me. – Sous les hypothe`ses de 3.2.1, soit f : X → Y un mor-
phisme propre de K-espaces, et soit y un point de Y (K). On suppose que la
fibre C := f−1top(y) ⊂ Xtop est compacte (observer qu’elle est a priori se´pare´e
puisqu’elle s’identifie a` (Xy)top, cf. 2.2.7.1 (3)).
Alors tout voisinage U de C dans Xtop contient un voisinage de la forme
f−1top(V ), ou` V est un voisinage de y dans Ytop.
De fac¸on e´quivalente, si Φ ⊂ Xtop est un ferme´ disjoint de C, alors y n’est
pas adhe´rent a` ftop(Φ).
De´monstration: commenc¸ons par le cas ou` Y est une K-varie´te´, que l’on
peut supposer affine, la question e´tant locale sur Ytop. Choisissons alors un
A-sche´ma affine Y , de pre´sentation finie, de fibre ge´ne´rique Y , tel que y se
prolonge en un point y˜ ∈ Y (A). Alors Y (A) est un voisinage de y (identifie´ a`
y˜) dans Y (K) ; quitte a` restreindre U , on peut supposer que U ⊂ f−1top(Y (A)).
3.2.3.1 Lemme. – Il existe un A-espace X de pre´sentation finie, de fibre
ge´ne´rique X , et un A-morphisme propre ϕ : X → Y tel que ϕK : XK → YK
s’identifie a` f .
De´monstration: c’est essentiellement le the´ore`me de compactification de Na-
gata (voir [CLO09, Theorem 1.2.1], ou [Con07, Theorem 4.1] pour le cas
des sche´mas), mais il faut prendre garde que le morphisme naturel X → Y
n’est pas en ge´ne´ral de type fini. Il faut commencer par prolonger X en un
Y -espace de pre´sentation finie X1, de fibre ge´ne´rique X : il suffit ensuite
d’appliquer le the´ore`me cite´ a` X1 → Y .
Lorsque X est un sche´ma, l’existence de X1 re´sulte des the´ore`mes ge´ne´-
raux de [EGAIV, § 8]. Pour un espace alge´brique, on e´crit X comme quotient
d’un Y -sche´ma X ′ par une Y -relation d’e´quivalence e´tale R ⇒ X , et l’on
applique les re´sultats de loc. cit. au diagramme en question. 
On fixe de´sormais un ≪ Y -mode`le propre ≫ ϕ : X → Y comme dans le
lemme 3.2.3.1. Le crite`re valuatif de proprete´ implique alors que f−1top(Y (A)) =
X (A) (vus comme sous-ensembles de X(K)) ; nous savons en outre par
2.3.4 (4) que les sous-espaces de Xtop et Ytop ainsi de´finis co¨ıncident avec les
espaces XA,top et YA,top de´finis en 2.3.1. Nous pouvons donc, dans l’e´nonce´,
remplacer Xtop et Ytop par XA,top et YA,top ; en particulier, une base d’ouverts
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de XA,top est fournie par les boules BX (ξ, J) (ξ ∈ X (A), J ide´al non nul de
A) de´finies en 2.3.1.
Nous noterons Xy˜ le produit fibre´ X ×Y ,y˜ Spec (A) : c’est un sous-espace
ferme´ de X et un A-sche´ma propre, et Xy˜(A) s’identifie a` C. La compacite´
de C implique donc que, quitte a` restreindre U , on peut supposer que celui-ci
est, pour J convenable, de la forme
U =
⋃
ξ∈C
BX (ξ, J)
= { ξ′ ∈ X (A) | ∃ξ ∈ Xy˜(A), ξ mod J = ξ′ mod J } .
Le the´ore`me d’approximation 3.2.2, applique´ avec Z = Xy˜, fournit un ide´al
J ′ ⊂ J de A tel que Xy˜(A/J ′) et Xy˜(A) aient la meˆme image dans Xy˜(A/J).
Posons alors V := BY (y˜, J
′) ; soit ξ ∈ ϕ−1(V ), et ve´rifions que ξ ∈ U .
Par hypothe`se, ϕ(ξ mod J ′) = y˜ mod J ′, de sorte que ξ mod J ′ ∈ Xy˜(A/J ′).
Vu le choix de J ′, son image dans Xy˜(A/J), qui est e´videmment ξ mod J , se
rele`ve en un point de Xy˜(A) ; autrement dit, on a ξ ∈ U , comme annonce´.
Ne supposant plus que Y est un sche´ma, choisissons une K-varie´te´ affine
Y ′ et un morphisme e´tale π : Y ′ → Y tel que y se rele`ve en y′ ∈ Y ′(F ).
Conside´rons le produit fibre´ X ′ := X ×Y Y ′ et le diagramme correspondant
d’espaces topologiques
C ′ 

//

X ′top
π′top
//
f ′top

Xtop
ftop

{y′}   // Y ′ πtop // Y
ou` l’on a pose´ C ′ = f ′−1top (y
′) ⊂ X ′ ; on sait (2.2.7.1) que π′top induit un
home´omorphisme de C ′ sur C, de sorte que C ′ est compact.
Posons U ′ = π′−1top (U) : c’est un voisinage de C
′ dans X ′top. Il contient donc,
d’apre`s le cas de´ja` e´tabli, un voisinage de la forme f ′−1top (W
′), ou` W ′ ⊂ Y ′top
est un ouvert contenant y′. On a donc
C = π′top(C
′) ⊂ π′top(f ′−1top (W ′)) ⊂ π′top(U ′) ⊂ U.
Bien que le diagramme ci-dessus ne soit pas ne´cessairement carte´sien, le
diagramme sous-jacent d’ensembles l’est, de sorte que
π′top(f
′−1
top (W
′)) = f−1top(πtop(W
′)).
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Mais πtop est ouverte puisque π est e´tale (2.2.8) donc V := πtop(W
′) est un
voisinage ouvert de y dans Ytop, et les relations qui pre´ce`dent montrent que
f−1top(V ) ⊂ U , ce qui ache`ve la de´monstration. 
3.2.4 Corollaire. – [MB12b, 1.3] Sous les hypothe`ses de 3.2.1, soit f : X →
Y un morphisme propre de K-espaces. Alors l’image de ftop est ferme´e dans
Ytop.
De´monstration: appliquer le the´ore`me 3.2.3 au ferme´ Φ = Xtop et a` un point
y /∈ Im(ftop). 
3.2.5 Corollaire. – Sous les hypothe`ses de 3.2.1, soit f : X → Y un mor-
phisme propre de K-espaces.
(1) Posons Z :=
{
z ∈ Ytop | f−1top(z) est compact
}
. Alors la restriction ftop,Z :
f−1top(Z)→ Z de ftop au-dessus de Z est topologiquement propre.
(2) Posons Z1 :=
{
z ∈ Ytop | Card
(
f−1top(z)
)
= 1
}
. Alors la restriction ftop,Z1
de ftop au-dessus de Z1 est un home´omorphisme.
De´monstration: pour (1), il suffit de montrer que ftop,Z est ferme´e (puis-
qu’elle est a` fibres compactes, cf. [BouTG, I, § 10, no 2, th. 1]). Or c’est une
conse´quence imme´diate de la dernie`re assertion de 3.2.3. On en de´duit (2)
puisque ftop,Z1 est bijective par construction, et elle est propre d’apre`s (1)
car Z1 ⊂ Z. 
3.2.6 Corollaire. – Sous les hypothe`ses de 3.2.1, soit f : X → Y un mor-
phisme fini de K-espaces. Alors ftop est ferme´e (et donc propre). 
3.2.7 Remarque. – Le corollaire 3.2.6 peut s’obtenir de manie`re plus di-
recte et e´le´mentaire : pour le cas d’une valuation de rang 1, voir par exemple
[MB12a, proposition 2.2.1].
3.3 Groupes G tels que G◦red soit lisse
On de´signe par F un corps topologiquement hense´lien et ve´rifiant la pro-
prie´te´ suivante : pour tout morphisme fini f : X → Y de F -varie´te´s, l’appli-
cation ftop : Xtop → Ytop est ferme´e.
D’apre`s 3.2.6, ces conditions sont ve´rifie´es notamment si F est un corps
value´ admissible.
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3.3.1 The´ore`me. – Soit G un F -groupe alge´brique tel que le F -sche´ma
G◦red soit lisse (c’est donc automatiquement un sous-F -groupe de G
◦). Soient
Y un F -espace et f : X → Y un G-torseur.
Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte sur son image ; en outre celle-ci est
ferme´e dans Ytop, et elle est ouverte si F est parfait.
Si de plus Y est localement se´pare´, alors ftop fait de Xtop un Gtop-fibre´
principal sur son image.
3.3.1.1 Remarque. – (cf. remarque 2.4.2.1) Dans le cas d’un corps value´
admissible, cet e´nonce´ est, tout comme 2.4.2, conse´quence du the´ore`me prin-
cipal 0.2, qui sera e´tabli sans en faire usage.
De´monstration de 3.3.1 : la question e´tant locale sur Ytop, nous pouvons
supposer que Y est un sche´ma.
On a G◦red ⊂ G♮, de sorte que G/G♮ est fini sur F .
Posons Z := X/G♮, de sorte que f se de´compose en X
h−→ Z g−→ Y . Comme
G♮ est lisse et F topologiquement hense´lien, la proposition 2.4.1 montre que
htop est ouverte et que son image Z
′
top est (ouverte et) ferme´e dans Ztop.
D’autre part g est un morphisme fini (et en particulier Z est un sche´ma),
donc gtop est ferme´e ; en outre, le corollaire 1.4.2 nous dit qu’elle est injective.
C’est donc un home´omorphisme sur un ferme´ de Ytop, ainsi que sa restriction
a` Z ′top. Enfin, si F est parfait, alors G
♮ = Gred et g est radiciel, donc (F e´tant
parfait) gtop est bijective et est donc un home´omorphisme : l’image de ftop
s’identifie via gtop a` celle, ouverte, de htop.
Enfin, si Y est localement se´pare´, alors Z l’est aussi puisque g est un
morphisme se´pare´, donc Xtop est un Gtop-fibre´ principal au-dessus de Z
′
top
(2.4.1 a` nouveau). 
3.3.2 Corollaire. – Soient G un F -groupe alge´brique et f : X → Y un
G-torseur, ou` X et Y sont des F -espaces. On suppose que G◦ est de type
multiplicatif. Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte sur son image, qui est
ferme´e dans Ytop ; si Y est localement se´pare´, c’est meˆme un Gtop-fibre´ prin-
cipal sur cette image.
De´monstration: cela re´sulte de 3.3.1 et du fait que G◦red est lisse. 
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4 Un the´ore`me de compactification
On de´signe par k un corps quelconque, et par ks une cloˆture se´parable de
k ; les re´sultats de cette section n’ont d’inte´reˆt que si k n’est pas parfait.
4.1 De´finition. – Soit X une k-varie´te´ munie d’une action d’un k-sche´ma
en groupes G. Nous appellerons compactification G-e´quivariante de X une
immersion ouverte G-e´quivariante j : X →֒ Xc ou` Xc est une k-varie´te´
propre munie d’une action de G.
Dans cette situation, les points et sous-sche´mas de XcrX seront dits ≪ a`
l’infini ≫.
On observera que, dans cette de´finition, l’immersion j n’est pas suppose´e
sche´matiquement dense. Nous avons fait ce choix pour la commodite´ de la
re´daction ; pour les applications ou` la densite´ est requise, il suffit de faire
appel au lemme suivant :
4.1.1 Lemme. – Soit Z une k-varie´te´ munie d’une action d’un k-sche´ma en
groupes G, et soit Y ⊂ Z un sous-sche´ma stable par G. Alors l’adhe´rence
sche´matique Y de Y dans Z est stable par G.
De´monstration: conside´rons le diagramme commutatif
G×k Y
β

⊂ G×k Y
α

Y ⊂ X
ou` les fle`ches α et β sont de´duites de l’action de G. Il s’agit de voir que
α se factorise par Y . Or α−1(Y ) est un sous-sche´ma ferme´ de G ×k Y qui
contient G×k Y , et G×k Y est sche´matiquement dense dans G×k Y puisque
l’immersion Y →֒ Y est sche´matiquement dense et que G est plat sur Spec(k).
Donc α−1(Y ) = G×k Y , d’ou` la conclusion. 
Le premier auteur a annonce´ des re´sultats de compactification ge´ne´raux
pour les groupes alge´briques [Gab12] qui ge´ne´ralisent un re´sultat de Borel-
Tits pour les groupes alge´briques affines sur un corps parfait [BorTi65, th.
8.2] ainsi que le cas d’un k-groupe commutatif [BLR90, § 10.2, th. 7]. Nous
nous inte´ressons ici a` la variante suivante.
40
4.2 The´ore`me. – Soient G un k-groupe alge´brique et H = G♮ le plus grand
sous-groupe lisse de G (cf. 1.4). Soit J un k-groupe alge´brique lisse agissant
sur G par automorphismes de groupe. Alors X := G/H admet une compac-
tification G ⋊ J-e´quivariante Xc munie d’un fibre´ en droites ample G ⋊ J-
line´arise´ et satisfaisant X(E) = Xc(E) pour toute extension se´parable E de
k (ce qui e´quivaut a` dire que Xc(ks) = {x0,ks}, ou` x0 de´signe la classe neutre
de X(k)).
Si de plus G satisfait la condition (∗) de 1.4.3, on peut imposer en outre la
condition que pour toute extension se´parable K de k, XcK n’admette aucune
K-orbite a` l’infini pour l’action de GK .
Suivant le §1.4, l’action du k-groupe lisse J sur G normalise H si bien
que l’on a une action de G ⋊k J sur G/H . Si G est affine et J = 1, alors
l’e´nonce´ ci-dessus est un cas particulier de [Gab12, Th. A]. Il se trouve que
ce cas particulier est bien plus simple que le cas ge´ne´ral, et nous en donnons
une de´monstration ci-dessous.
4.3 De´monstration du the´ore`me 4.2 : de´vissage
4.3.1 De´finition. – Soient k un corps, ks une cloˆture se´parable de k, G un
k-groupe alge´brique, H un sous-groupe alge´brique de G. Soit J un k-groupe
alge´brique qui agit sur G par automorphismes de groupes et qui normalise
H . On note X le G-espace homoge`ne G/H .
Une bonne G⋊k J-compactification de X est la donne´e :
– d’une k-varie´te´ projective Xc, munie d’une action a` gauche de G⋊k J ,
– d’un fibre´ en droites ample G⋊k J-line´arise´ L sur X
c,
– d’une immersion ouverte G⋊k J-e´quivariante j : X →֒ Xc,
tels que le groupe G(ks) ope`re transitivement sur X
c(ks) (ce qui implique
notamment que Xc(ks) = j(X(ks))).
Si de plus Xc n’admet aucune G-orbite a` l’infini de´finie sur une extension
se´parable de k, on dit que Xc est une tre`s bonne compactification.
4.3.2 Remarques. – (1) Dans l’e´nonce´ du the´ore`me 4.2, la condition sur
Xc(ks) e´quivaut trivialement a` dire que l’action de G(ks) sur X
c(ks) est
transitive. On peut donc reformuler 4.2 en disant que X admet une bonne
compactification, et une tre`s bonne compactification si G ve´rifie (∗).
(2) Pour de´montrer 4.2, nous allons donc proce´der comme suit. Si le re´sultat
est en de´faut pour (G,H) et J , il existe un plus petit sous-groupe G′ (norma-
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lise´ par J) deG contenantH tel qu’il soit encore en de´faut pour (G′, H). Rem-
plac¸ant G par G′, nous pouvons donc supposer que pour tout sous-groupe
H ′ de G normalise´ par J tel que H ⊂ H ′  G, le H ′-espace homoge`ne H ′/H
admet une bonne H ′⋊ J-compactification. La construction fondamentale de
la de´monstration consiste alors a` exhiber un tel sous-groupe H ′ tel que G/H ′
ait une bonne G ⋊ J-compactification ; on conclut ensuite graˆce a` l’e´nonce´
de de´vissage 4.3.3 ci-dessous, inspire´ des constructions de [BLR90, § 10.2].
4.3.3 Proposition. – Soient k un corps, G un k-groupe alge´brique, H ⊂ H ′
des sous-groupes alge´briques de G. Soit J un k-groupe alge´brique agissant
sur G par automorphismes de groupe en laissant stables H et H ′.
On suppose que G/H ′ admet une bonne (resp. tre`s bonne) G⋊J-compac-
tification et que H ′/H admet une bonne (resp. tre`s bonne) H ′⋊k J-compac-
tification. Alors G/H admet une bonne (resp. tre`s bonne) G⋊k J-compacti-
fication.
De´monstration: posonsX = G/H ′, Y = G/H , et conside´rons les morphismes
canoniques (et G⋊k J-e´quivariants) G → Y q−→ X . Le compose´ G → X fait
de G un H ′-torseur a` droite au-dessus de X .
Posons Z = H ′/H (qui s’identifie a` q−1(x0) ou` x0 ∈ X(k) est la classe
neutre). Il existe par hypothe`se une bonne H ′⋊k J-compactification Z →֒ Zc
de Z, munie notamment d’un fibre´ en droites ample H ′ ⋊k J-line´arise´ N .
On conside`re alors le produit contracte´ Y c := G
H′
∧ Zc → X . D’apre`s le
§ 1.3, Y c est repre´sentable par un k-sche´ma projectif sur X ; de plus, M :=
G
H′
∧ N est un fibre´ en droites G⋊k J-line´arise´ sur Y
c, ample relativement a`
X .
Par hypothe`se, X admet une bonne G ⋊k J-compactification X
c ; nous
avons donc un diagramme commutatif de k-varie´te´s munies d’actions a` gauche
de G⋊k J :
Y = G/H 
 i //
q
''PP
PP
PP
PP
PP
PP
Y c = G
H′
∧ Zc
qc

X = G/H ′ 
 j
// Xc
(1)
ou` tous les morphismes sont G⋊k J-e´quivariants, i et j e´tant des immersions
ouvertes ; de plus Y c (resp. Xc) est projectif sur X (resp. sur k) et est muni
d’un faisceau inversible G⋊J-line´arise´ M (resp. L), ample relativement a` X
(resp. k). On a alors le re´sultat de prolongement suivant :
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4.3.3.1 Lemme. – Conside´rons un diagramme P
π−→ U j→֒ V de k-varie´te´s
munies d’actions d’un k-groupe alge´brique Γ, les morphismes e´tant Γ-e´qui-
variants. On suppose que :
– j est une immersion ouverte ;
– π est projectif et P admet un faisceau inversible Γ-line´arise´ L , ample
relativement a` π.
Alors il existe un diagramme carte´sien Γ-e´quivariant
P 

//
π

P ′
π′

U 
 j
// V
ou` π′ est projectif et ou` P ′ admet un faisceau inversible Γ-line´arise´, ample
relativement a` π′ et prolongeant une puissance de L .
De´monstration: quitte a` remplacer L par une puissance convenable, on peut
le supposer tre`s ample relativement a` π, de sorte que l’on a une U -immersion
ferme´e canonique P →֒ P(E ) ou` E = π∗L ; de plus, comme L est Γ-line´arise´,
l’action de Γ sur P est induite par une Γ-line´arisation de E sur U . D’apre`s un
lemme de prolongement de Thomason [Tho83, 2.2], il existe un OV -module
cohe´rent Γ-line´arise´ E ′ prolongeant E . Il suffit de prendre pour P ′ l’adhe´rence
sche´matique de P dans P(E ′), qui est stable sous Γ d’apre`s 4.1.1. 
Si l’on applique le lemme 4.3.3.1 au diagramme Y c → X → Xc, avec les
actions de Γ = G⋊k J , on voit que le diagramme (1) se comple`te en
Y 
 i //
q
  ❇
❇❇
❇❇
❇❇
❇ Y
c
qc

  ic // Y cc
qcc

X 
 j
// Xc
dans lequel le carre´ est carte´sien, qcc est projectif et Y cc est muni d’un fais-
ceau qcc-ample G⋊k J-line´arise´ M
c, prolongeant une puissance de M . Dans
ces conditions, pour m ∈ N assez grand, le faisceau inversible (e´videmment
G⋊k J-line´arise´) M
c ⊗ (qcc)∗L⊗m est ample sur Y cc [EGAII, (4.6.13)(ii)].
Il reste a` montrer que G(ks) ope`re transitivement sur Y
cc(ks). Soit donc
y ∈ Y cc(ks) : montrons que y ∈ G(ks).y0,ks ou` y0 est la classe neutre de
Y . L’image de y dans Xc appartient a` Xc(ks) donc a` l’orbite sous G(ks)
de l’origine x0,ks de X(ks), puisque X
c est une bonne compactification. On
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peut donc, en faisant ope´rer G(ks), supposer que q
cc(y) = x0,ks. Or (q
c)−1(x0)
s’identifie a` Zc, et l’hypothe`se de bonne compactification pour Z entraˆıne que
H ′(ks) ope`re transitivement sur Z
c(ks), de sorte que y est bien dans l’orbite
de y0,ks.
On suppose maintenant que Xc (resp. Zc) est une tre`s bonne compacti-
fication de G/H ′ (resp. H ′/H). Soit E/k une extension se´parable et W ⊂
Y cc ×k E un sous-espace localement ferme´ qui soit une G-orbite. On veut
montrer que W ⊂ Y ×k E. Sans perte de ge´ne´ralite´, il est loisible de suppo-
ser que E = k. La projection de W par qcc est une G-orbite de Xc, donc est
un sous-espace de X selon notre hypothe`se. Par suite W est un sous-espace
de Y c. Par homoge´ne´ite´, l’application W → X est surjective. On note x0
le point privile´gie´ de X = G/H . Alors la fibre Wx0 est un sous-espace lo-
calement ferme´ de Zc, qui est une H ′-orbite. Notre hypothe`se implique que
Wx0 ⊂ Z ⊂ Y . Par homoge´ne´ite´, on conclut que W ⊂ Y . 
4.4 De´monstration du the´ore`me 4.2 : construction et fin
Posons Gaf = Spec Γ(G,OG) : alors [SGA3, VIB, the´ore`me 12.2], le mor-
phisme naturel G→ Gaf induit un isomorphisme G/N ∼= Gaf , ou` N ⊂ G est
distingue´ et lisse, et en particulier contenu dans H . On peut donc remplacer
G par Gaf et supposer que G est affine (en gardant bien suˆr l’action de J).
On note k′ le corps de de´finition du k-groupe lisse (G×k k)red ; c’est une
extension finie radicielle de k dont on note d le degre´. On dispose d’une
immersion ferme´e G ⋊k J-e´quivariante j : G →
∏
k′/k Gk′ [CGP10, A.5.7] ;
on identifiera G et j(G). On pose H˜ = G ∩∏k′/kGk′,red ⊂ ∏k′/k Gk′ : ce
k-groupe contient H et satisfait H(ks) = H˜(ks). On observe que l’action de
J respecte H˜ . En effet, le morphisme d’action Jk′ ×k′ Gk′ → Gk′ donne lieu a`
un k-morphisme
(
Jk′ ×k′ Gk′,red
)
red
∼−→ (Jk′×k′Gk′)red → Gk′,red. Comme Jk′
est ge´ome´triquement re´duit, Jk′×k′Gk′,red est re´duit [GW10, 5.49.ii], d’ou` un
morphisme Jk′×k′Gk′,red → Gk′,red. Ainsi Jk′ normalise Gk′,red et J normalise∏
k′/kGk′,red et H˜ .
4.4.1 Lemme. – H˜ = G si et seulement si G est lisse.
De´monstration. Si G est lisse, alors k = k′ et H˜ = G =
∏
k′/kGk′ =∏
k′/kGk′,red. Re´ciproquement, on suppose que H˜ = G, c’est-a`-dire que j(G) ⊂
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∏
k′/kGk′,red. On a donc un diagramme commutatif∏
k′/k Gk′,red
_

G
::t
t
t
t
t
  //
∏
k′/k Gk′.
Effectuant le changement de base k′/k, on obtient un diagramme commutatif
(∏
k′/kGk′,red
)
k′
_

q1
// Gk′,red
_

Gk′
99s
s
s
s
s
s
  //
(∏
k′/kGk′
)
k′
q
// Gk′
ou` q et q1 sont les morphismes d’adjonction [CGP10, A.5.7]. Or, la compose´e
des fle`ches infe´rieures est l’identite´ de Gk′ : on conclut que IdGk′ se factorise
par l’inclusion de Gk′,red dans Gk′, ce qui signifie que Gk′,red = Gk′, donc que
G est lisse. 
Le k′-sche´ma Q′ := Gk′/Gk′,red est le spectre d’une k
′-alge`bre locale ar-
tinienne A′ de corps re´siduel k′ ; on note s : Spec (k′) →֒ Q′ son point
ferme´. Nous allons appliquer a` cette situation les constructions du § 1.5, dont
nous reprenons les notations : ainsi, V de´signe le k-sche´ma sous-jacent a` Q′,
W =
∏
k′/kQ
′ la restriction de Weil de Q′ sur k, et V [d] = HilbdV/k le sche´ma
de Hilbert des sous-sche´mas finis de longueur d de V . Noter qu’ici V est
fini, de sorte que V [d] est projectif sur k et admet un fibre´ en droites ample
G⋊k J-line´arise´ (lemme 1.5.5), et que W est affine comme restriction de Weil
d’un k′-sche´ma affine.
On a de plus une action naturelle de G ⋊k J sur V compatible au mor-
phisme σ : V → Spec(k′) de´finissant le k′-sche´ma Q′.
Selon le § 1.5, on dispose d’un k-morphisme qui est une immersion ouverte
G⋊k J-e´quivariante
u : W → V [d].
En particulier, le point s ∈ W (k) = Q′(k′) a pour image dans V [d](k) le
sous-sche´ma ferme´ re´duit {s} de V , qui est bien de degre´ d sur k. Par abus,
on notera encore s le point correspondant de W (ks).
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Observons que V [d](ks) = W (ks) = {s} : ceci re´sulte du fait que V ⊗k ks
est local de corps re´siduel k′ ⊗k ks, extension de degre´ d de ks.
Le groupe G agit sur le couple (V [d],W ), et le stabilisateur de l’unique k-
point s de V [d](k) est H˜ . Ceci produit un morphisme d’orbite i : G/H˜ →W
qui est une immersion (1.1.2). Utilisons la meˆme notation X pour le quotient
G/H˜ et pour son image par le compose´ i : G/H˜ →W → V [d], et notons Xc
l’adhe´rence sche´matique de X dans V [d]. Alors Xc est une compactification
G⋊j J-e´quivariante de X , et c’est meˆme une bonne G⋊k J-compactification
puisque Xc(ks) = X(ks) = {s}. Enfin le lemme 4.4.1 nous dit que H˜  G,
sauf dans le cas trivial ou` G est lisse. Comme explique´ dans la remarque
4.3.2 (2), ceci suffit a` conclure compte tenu de la proposition 4.3.3.
Nous allons raffiner l’argument dans le cas ou` le groupe G satisfait la
condition (∗) afin de montrer que la compactification construite est tre`s
bonne. Tout d’abord, le k-groupe H˜ satisfait lui aussi l’hypothe`se (∗) puisqu’il
contient G♮ (lemme 1.4.5 (2)) et la re´currence fonctionne bien en appliquant
le raffinement de la proposition 4.3.3. L’unique chose a` ve´rifier est que Xc
n’a aucune G-orbite a` l’infini de´finie sur une extension se´parable de k. Soient
donc E une extension se´parable de k et I ⊂ (Xc)E une GE-orbite. Alors
k′ ⊗k E est un corps, donc le the´ore`me 1.5.4 indique que I ⊂ WE . Pour
conclure, il suffit donc de montrer que X = Xc ∩W , c’est-a`-dire que X est
ferme´ dans W . Comme W est affine, cette assertion re´sulte (compte tenu de
l’hypothe`se (*)) du lemme 1.4.7, ce qui ache`ve la de´monstration. 
5 De´monstration du the´ore`me 0.2
On suppose de´sormais que K est un corps value´ admissible, et l’on se
donne G et f : X → Y comme dans 0.2, dont nous allons achever la preuve.
Les cas particuliers ou` G est lisse (2.4.1) et ou` K est parfait (3.3.1) ont de´ja`
e´te´ traite´s. Il reste a` montrer les assertions (1)(a) et (1)(c) (I ⊂ Ytop est
localement ferme´, et est ferme´ sous la condition (∗)), (2) (ftop est ouverte sur
I), et (3) (Xtop → I est un Gtop-fibre´ principal si Y est localement se´pare´).
On fixe une cloˆture se´parable de K, note´e Ks.
Notons H = G♮ le plus grand sous-groupe lisse de G (1.4). Suivant
le the´ore`me 4.2, G/H admet une compactification G-e´quivariante (G/H)c,
ayant l’origine comme unique point se´parable. Sous la condition (*), nous
supposerons en outre que (G/H)c est une tre`s bonne compactification.
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Conside´rons le produit contracte´ Zc := X
G
∧(G/H)c : c’est une compactifi-
cation relative a` Y (c’est-a`-dire propre sur Y ) de Z := X
G
∧(G/H) ; ce dernier
n’est autre que le quotient X/H . Posons Z∞ := Zc r Z (avec sa structure
re´duite, par exemple). On a un diagramme commutatif
X
f
((PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP
P
π // Z
h
!!❇
❇❇
❇❇
❇❇
❇
  j // Zc
hc

oo i ? _ Z∞
h∞
||②②
②②
②②
②②
②
Y
dans lequel π est un torseur sous le groupe lisse H , j est une immersion
ouverte, i est l’immersion ferme´e comple´mentaire, hc et h∞ sont propres.
5.1 Lemme. – htop : Z(K) → Y (K) est injective, et les images de htop et
de h∞top sont disjointes. Si de plus (G/H)
c est une tre`s bonne compactification
(et notamment si G ve´rifie (*), d’apre`s nos conventions), alors on a Zc(K) =
Z(K), de sorte que Im(htop) = Im(h
c
top).
De´monstration: l’injectivite´ re´sulte du corollaire 1.4.2. Notons L l’image de
htop. Pour y ∈ L, conside´rons les fibres Zy ⊂ Zcy de h et hc en y de sorte
que Zy(K) a un seul e´le´ment z, qui est meˆme le seul point se´parable de Zy.
Puisque π est lisse et surjectif, π−1(z)(Ks) 6= ∅, et donc le G-torseur Xy de-
vient trivial sur Ks, de sorte que (Z
c
y)Ks est isomorphe a` (G/H)
c
Ks et a donc,
lui aussi, un seul point se´parable ; autrement dit, Z∞y (Ks) = ∅. Ceci montre
que L ∩ Im(h∞top) = ∅.
Supposons que (G/H)c soit une tre`s bonne compactification. Soit z ∈
Zc(K) et montrons que z ∈ Z(K). Posons y = hc(z) ∈ Y (K). Alors Zcy
s’identifie a` Xy
G
∧(G/H)c qui est muni d’une action a` gauche du K-groupe
alge´brique G′ = AutG(Xy) (1.3.2). Conside`rons la K-orbite T de z dans
Zcy sous G
′ (remarque 1.1.4.(i)). Celle-ci correspond canoniquement, d’apre`s
1.3.2, a` une K-orbite T0 de (G/H)
c sous l’action de G. Vu notre hypothe`se,
on a T0 ⊂ G/H , et donc T ⊂ Zy et z ∈ Z(K). 
Ceci implique de´ja` que
L = Im(hctop)r Im(h
∞
top)
et, puisque hc et h∞ sont propres, les deux images au membre de droite sont
ferme´es dans Ytop (corollaire 3.2.4), de sorte que L est localement ferme´. Sous
l’hypothe`se (*), on a meˆme L = Im(hctop) qui est ferme´.
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En outre, l’assertion (2) du corollaire 3.2.5 entraˆıne que htop est un ho-
me´omorphisme sur son image (c’est en effet la restriction de hctop au-dessus
de L, qui est contenu dans l’ensemble note´ Z1 dans loc. cit.).
En re´sume´, ftop se de´compose comme suit :
Xtop
πtop−−→ U →֒ Ztop ∼−→L →֒ Ytop
ou` l’on a pose´ U = Im(πtop) ⊂ Ztop et ou` :
– la premie`re fle`che Xtop → U est surjective et ouverte, et est une Gtop-
fibration principale si Y , et donc Z, est localement se´pare´ ;
– U →֒ Ztop est un plongement ouvert et ferme´ ;
– Ztop
∼−→L est un home´omorphisme ;
– L →֒ Ytop est un plongement localement ferme´, et ferme´ sous l’hy-
pothe`se (*) ;
(bien entendu, les deux premie`res proprie´te´s re´sultent de la proposition 2.4.1
puisque π est un torseur sous le groupe lisse H , et que Htop = Gtop). Ceci
ache`ve la de´monstration du the´ore`me. 
6 Exemples et comple´ments
6.1 Un exemple d’orbite topologique non ferme´e
SoitK un corps topologique (se´pare´ et non discret), de caracte´ristique p >
0 et non parfait ; nous allons donner un exemple d’un K-groupe alge´brique
G et d’un sous-groupe H tels que l’image de G(K) dans (G/H)(K) ne soit
pas ferme´e.
On notera σ : K → K l’endomorphisme de Frobenius, et K0 ⊂ K son
image (que l’on munira de sa topologie de sous-espace de K). On conside`re
l’action du K-groupe G := Ga⋊Gm (produit semi-direct pour l’action stan-
dard de Gm sur Ga) sur la droite affine A
1
K donne´e par
(x, y).z = xp + ypz (x ∈ Ga, y ∈ Gm , z ∈ A1).
Ainsi A1K est un K-espace homoge`ne a` gauche sous G et le stabilisateur de 0
est le K-sous-groupe ferme´ αp ⋊K Gm.
Fixons z ∈ K rK0 et conside´rons l’application d’orbite ωz : g 7→ g.z de
G(K) dans K. Elle est injective et son image est G(K).z = K0+K
×
0 z ⊂ K,
qui ne contient pas 0 ; mais puisque K× est dense dans K (K est non discret),
l’adhe´rence de G(K).z contient 0, donc G(K).z n’est pas ferme´e.
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Le stabilisateur Gz du point z satisfait Gz(Ks) = 1 et donc G
♮
z = 1. Par
ailleurs, vu que G agit transitivement sur A1K , Gz contient un k-tore de rang
un. Ainsi le groupe Gz ne satisfait pas la condition (∗) ce qui est cohe´rent
avec le fait que le Gz-torseur G→ G/Gz ne satisfait pas le the´ore`me 0.2 (1)
(c).
6.1.1 Remarques. – Le lecteur pourra ve´rifier les comple´ments suivants :
(1) (a) G(K).z est localement ferme´e dans K si et seulement si K0 et Ez :=
K0 +K0z sont ferme´s dans K ;
(b) pour que ωz soit stricte (donc un home´omorphisme sur son image),
il faut et il suffit que σ soit un home´omorphisme sur K0 (ce qui est
toujours le cas si K est un corps value´) et que Ez soit topologiquement
libre (comme K0-espace vectoriel).
(2) L’orbite de 0 sous G(K) est K0 ; en particulier elle est localement ferme´e
si et seulement si K0 est localement ferme´ (donc ferme´) dans K.
L’application d’orbite correspondante g 7→ g.0 est stricte si et seulement si
σ est un home´omorphisme sur K0 ; dans ce cas, G(K) → K0 a une section
continue donne´e par t 7→ (t1/p, 1) donc est un torseur trivial sous K×top.
6.2 Contre-exemples sur un corps value´ hense´lien non admissible
Soit A un anneau de valuation discre`te hense´lien, de caracte´ristique p > 0,
et soit v ∈ Â tel que v /∈ A et vp ∈ A ; des exemples d’une telle situation ont
e´te´ construits par Nagata [Nag62, A1, (E2.1)] et par F.K. Schmidt (voir [Ku,
11.40], ou [BLR90, § 3.6, Example 11]). On note K le corps des fractions de
A, muni de la topologie de la valuation.
6.2.1 Une orbite non localement ferme´e. Conside´rons le morphisme
de Frobenius Φ : A1K → A1K : l’image K0 de Φtop n’est pas ferme´e puisque vp
est adhe´rent a` K0, mais n’est pas dans K0. Puisque c’est un sous-groupe de
K, elle n’est pas non plus localement ferme´e.
Comme Φ est fini, ceci montre aussi que l’on ne peut pas supprimer
l’hypothe`se admissible dans 3.2.6.
6.2.2 Une application d’orbite non stricte. Reprenons maintenant
l’exemple de 6.1 avec ce meˆme corps K et en prenant z = vp. L’application
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d’orbite (injective) ωz est
ωz : K ×K× −→ K
(x, y) 7−→ xp + yp z
qui n’est pas un home´omorphisme sur son image K0 +K
×
0 z : en effet, soit
(tn)n∈N une suite d’e´le´ments deK
× tels que lim
n→+∞
tpn = z. Alors la suite (0,
1
tn
)
ne converge pas dans K × K×, mais son image par ωz est la suite ( ztpn ) qui
converge vers 1 = ωz(0, 1).
6.3 Espaces non localement se´pare´s.
Soit F un corps topologiquement hense´lien non discret de caracte´ristique
diffe´rente de 2. Conside´rons le morphisme
r : R := A1F ∐Gm,F → A2F
dont la restriction a` A1F (resp. a` Gm,F ) est le morphisme diagonal (resp. le
morphisme x 7→ (x,−x)). Alors R est une relation d’e´quivalence e´tale sur
A1F ; conside´rons le faisceau e´tale quotient
π : A1F =: L→ X = L/R
qui est un F -espace. Le morphisme r co¨ıncide avec le monomorphisme naturel
L×XL→ L×F L, de sorte que rtop n’est pas un plongement topologique (son
image est la re´union des deux diagonales de F 2). On en de´duit par 2.2.7 (1)
que la bijection (L×X L)top → Ltop×Xtop Ltop n’est pas un home´omorphisme.
Notons l0 ∈ L(F ) l’origine de L. La projection πtop n’est pas un ho-
me´omorphisme local en l0 puisqu’elle n’est pas localement injective (tout
voisinage de l0 contient un point l 6= l0 et son oppose´).
6.3.1 Description de Xtop. Le morphisme f : x 7→ x2 de A1F dans A1F se
factorise par π, donnant naissance a` un diagramme commutatif
L
π //
f
44X
q
//M := A1F
dans lequel π est e´tale et surjectif et q induit un isomorphisme au-dessus de
Gm,F . Notons l0 ∈ L(F ) l’origine de L et x0 et m0 ses images dans X et dans
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M , et L∗ (resp. X∗, M∗) les ouverts de L (resp. X , M) comple´mentaires de
ces points.
Il est clair que Xtop est re´union de l’ouvert X
∗
top (qui s’identifie a` M
∗
top
∼=
F× par qtop) et de l’image I de πtop. Comme πtop est ouverte (2.2.8), I est
aussi un ouvert de Xtop, et q induit une bijection de I sur l’ensemble Q des
carre´s de F . Cette bijection est meˆme un home´omorphisme (remarquer que
ftop est ouverte sur son image) de sorte que Xtop peut se de´crire comme la
somme topologique Xtop = Q∐Q× F×, ou` Q× ⊂ F× est l’ensemble des carre´s
non nuls. Vu les hypothe`ses faites sur F , Q× est ouvert et ferme´ dans F×,
qui est donc somme disjointe de Q× et de F rQ : en conclusion,
Xtop = Q ∐ (F rQ).
6.3.1.1 Remarque. – Le morphisme q : X →M est un exemple de ≪ bug-
eyed cover ≫ au sens de [Kol92, §4].
L’espace X apparaˆıt aussi dans [Sch02] comme exemple d’un espace al-
ge´brique admettant un Gm-torseur non localement trivial pour la topologie
de Zariski ; ce dernier s’obtient, par le changement de groupe µ2 →֒ Gm,F , a`
partir du µ2-torseur que nous allons de´crire plus bas (6.3.4).
6.3.2 Le cas ou` F = R. Dans ce cas, la description ci-dessus montre que
Xtop s’identifie (via q : Xtop → R) a` la somme disjointe des intervalles R<0
et R≥0. L’application πtop s’identifie a` l’application t 7→ t2 de R dans R≥0 ;
ici, elle admet en tout point de Ltop des sections locales continues.
6.3.3 Le cas ou` F = C. Alors qtop : Xtop → C est un home´omorphisme,
et πtop n’admet pas de sections locales continues au voisinage de x0.
On remarquera que l’injection naturelle X(R)top →֒ X(C)top n’est pas un
plongement topologique.
6.3.4 Un µ2-torseur sur X. Nous allons construire un µ2-torseur α :
X˜ → X tel que l’application induite X˜top → Im(αtop) ne soit pas un {±1}-
fibre´ principal. Conside´rons deux exemplaires L1 et L2 de L (avec origines
l1 et l2) et recollons-les en identifiant les ouverts L
∗
1 et L
∗
2 de la manie`re
e´vidente. On obtient une F -varie´te´ non se´pare´e X˜ , qui est la ≪ droite a` point
de´double´ ≫ bien connue. Il existe une unique involution σ de X˜ qui induit
sur X˜∗ ∼= Gm l’application x 7→ −x, et qui e´change les images de l1 et l2.
On en de´duit une action libre de µ2 sur X˜ , et il est facile de ve´rifier que
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l’application e´vidente α : X˜ → X he´rite´e des projections Li ∼= L π−→ X
(i = 1, 2) identifie X au quotient de X˜ par cette action et fait de X˜ un
µ2-torseur sur X . L’image I de αtop est celle de πtop, et X˜top n’est pas un
{±1}-fibre´ principal sur I car I est se´pare´ et X˜top ne l’est pas.
Si F = R, I s’identifie a` R≥0 et X˜top a` la re´union de deux exemplaires
L1,top et L2,top de R, identifie´s le long de R
× ; l’application πtop envoie Li,top
(i = 1, 2) sur I par l’application t 7→ t2. On voit donc que πtop a quatre
sections continues si,ε (i = 1, 2; ε = ±1), ou` si,ε envoie le point d’abscisse u
de I sur le point d’abscisse ε
√
u de Li,top.
Si F = C, πtop n’a pas de section continue.
6.3.4.1 Remarque. – Le Gm-torseur de Schro¨er [Sch02], de´ja` mentionne´ en
6.3.1.1, s’obtient comme quotient de L×F Gm,F par la relation d’e´quivalence
qui identifie (x, λ) ∈ L∗×F Gm,F a` (−x,−λ). Il donne un autre exemple ou` la
conclusion de 0.2 (3) est en de´faut ; cette fois le groupe G est lisse et connexe.
6.3.5 Encore un torseur sur X. Pour le lecteur qui jugerait artificiels
les exemples pre´ce´dents, nous allons de´busquer le meˆme espace X ≪ dans la
nature ≫, comme quotient d’une honneˆte varie´te´ (quasi-affine) par une action
de groupe. Soit U ⊂ A2F = SpecF [x, y] l’ouvert comple´mentaire de l’origine.
Soit T le tore maximal de SL2,F forme´ des matrices
(
λ 0
0 λ−1
)
(λ 6= 0), et soit
G = T ∪ ρT ou` ρ =
(
0 −1
1 0
)
. En d’autres termes, G est le sous-groupe de
SL2,F stabilisant la paire {h,−h} ou` h est la forme quadratique (x, y) 7→ xy,
et T = G◦ = SO(h).
Il est imme´diat que G ope`re librement sur U , mais qu’il a deux types
d’orbites :
– les re´unions de deux hyperboles ≪ oppose´es ≫, d’e´quation de la forme
(xy − a)(xy + a) = 0 (avec a 6= 0) ;
– la re´union des deux axes, prive´e de l’origine.
Conside´rons d’abord le quotient de U par T . Soient U1 et U2 les ouverts de U
comple´mentaires des deux axes : alors la fonction xy induit un isomorphisme
de T\U1 (resp. T\U2) sur un exemplaire L1 (resp. L2) de la droite affine, et il
est facile d’en de´duire un isomorphisme T\U ∼→ X˜ , ou` X˜ est de´fini en 6.3.4.
Noter que U → X˜ est localement trivial pour la topologie de Zariski et qu’en
particulier l’application induite Utop → X˜top est un Ttop-fibre´ principal.
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La matrice ρ induit sur X˜ l’involution σ de 6.3.4 : elle transforme l’hyper-
bole xy = a en xy = −a, et elle e´change les deux axes. Par suite le quotient
G\U n’est autre que X , et U est un G-torseur sur X . Ici encore, Utop n’est
pas un Gtop-fibre´ principal sur son image, puisqu’il se factorise par X˜top → I
qui n’en est pas un, et que Utop → X˜top est surjectif.
6.4 Cas d’un sche´ma en groupes non constant
Soient K et Y comme dans le the´ore`me 0.2. Il est naturel de se demander
ce que l’on peut dire de ftop : Xtop → Ytop lorsque f : X → Y est un torseur
sous un Y -espace en groupes G, non ne´cessairement ≪ constant ≫ sur Y (par
abus, nous appellerons constant un groupe Y ×K G ou` G est un K-groupe).
Un cas particulier important est celui d’un groupe G localement constant
(au sens e´tale ou fppf). Meˆme dans ce cas, la strate´gie de de´monstration
utilise´e pour 0.2 se heurte imme´diatement a` l’absence d’un analogue du sous-
groupe G♮.
Dans la suite, nous supposerons en ge´ne´ral que la base Y est locale-
ment se´pare´e ; ceci assure que Gtop → Ytop est un ≪ groupe topologique rela-
tif ≫ ope´rant sur Xtop (2.2.7 (iv)).
6.4.1 Proposition. – Soient F un corps topologiquement hense´lien, Y un
F -espace localement se´pare´, G un Y -espace alge´brique en groupes lisse de
type fini et quasi-se´pare´, f : X → Y un G-torseur. Alors ftop admet des
sections locales en tout point de Xtop ; en particulier elle est ouverte et l’ap-
plication induite Xtop → Imftop est une Gtop-fibration principale.
De´monstration: le morphisme f est lisse et Y est localement se´pare´ donc ftop
admet des sections locales (2.2.8 (3)). (L’hypothe`se de quasi-se´paration est
la` pour assurer que G est un F -espace au sens du pre´sent article). 
6.4.2 Remarque. – Dans la situation de 6.4.1, l’image de ftop n’est pas
ne´cessairement ferme´e, comme le montre l’exemple suivant. Supposant F
de caracte´ristique diffe´rente de 2, prenons pour Y la droite affine SpecF [t].
Conside´rons la OY -alge`bre A := OY [Z]/(Z
2 − t2), qui est libre de rang 2.
Soit G le groupe des unite´s de norme 1 de A : on peut le voir comme le
sous-groupe de GL2,OY forme´ des matrices de la forme M(x, y) =
(
x t2y
y x
)
et de de´terminant 1. C’est un Y -groupe affine, lisse et commutatif dont la
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restriction a` U := SpecF [t, t−1] est isomorphe a` Gm,U (parM(x, y) 7→ x+ty)
et dont la fibre a` l’origine est isomorphe a` µ2,F×Ga,F (parM(x, y) 7→ (x, xy)).
Soit d ∈ F×r F×2. Alors les matrices M(x, y) de de´terminant d forment
un G-torseurX → Y . Il est trivial sur U comme tout Gm-torseur ; une section
explicite est donne´e par M
(
1+d
2
, 1−d
2t
)
. Sa fibre a` l’origine est isomorphe a`
SpecF
(√
d
) × A1F donc n’a pas de point rationnel. Ainsi l’image de ftop :
X → F est F×.
6.4.3 Lemme. – Soient k un corps, Y un F -espace, G un Y -espace alge´-
brique en groupes quasi-se´pare´ de type fini. On suppose que G est localement
isomorphe pour la topologie e´tale a` un Y -groupe constant G×k Y ; il corres-
pond donc a` une classe α ∈ H1(Y,AutG).
On suppose en outre qu’il existe un k-sche´ma en groupes lisse Γ et un
k-morphisme ϕ : Γ→ AutG tels que α soit l’image d’une classe γ ∈ H1(Y,Γ)
par H1(Y, ϕ) : H1(Y,Γ)→ H1(Y,AutG).
Alors, pour tout y ∈ Y (k), il existe un voisinage e´tale pointe´ (Y ′, y′) de
y tel que le Y ′-groupe G×Y Y ′ soit constant (et donc isomorphe a` Y ′ ×k Gy
ou` Gy est la fibre de G en y).
De´monstration: la classe γ correspond a` un Γ-torseur T → Y . Soit T1 → Y
le Γ-torseur Y ×k Ty ou` Ty est la fibre de T en y. Alors U := IsomΓ(T, T1)
est un torseur sous AutΓ(T ) qui est une forme de Γ et donc un Y -espace en
groupes lisse. Donc U est un Y -espace alge´brique lisse sur Y . Comme il a un
point rationnel au-dessus de y, il admet donc une section sur un voisinage
e´tale pointe´ (Y ′, y′) de y. Donc T devient constant sur Y ′, c’est-a`-dire que
γY ′ provient d’une classe dans H
1(k,Γ), d’ou` il suit que αY ′ provient d’une
classe de H1(k,AutG), d’ou` la conclusion. 
6.4.4 Corollaire. – Sous les hypothe`ses du lemme 6.4.3, on suppose en
outre que Y est localement se´pare´, que k est un corps topologiquement hen-
se´lien, et que :
– ou bien G est lisse sur Y (ou que G est un k-groupe lisse, ce qui revient
au meˆme si Y 6= ∅) ;
– ou bien k est un corps value´ admissible.
Soit f : X → Y un G-torseur. Alors Im (ftop) ⊂ Ytop est localement ferme´e,
et l’application induite Xtop → Im (ftop) est une Gtop-fibration principale.
De plus Im (ftop) est ouverte et ferme´e si G est lisse, et est ferme´e si G
ve´rifie (*).
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De´monstration: la question e´tant locale sur Ytop, le lemme 6.4.3 rame`ne la
situation au cas d’un Y -groupe constant (l’hypothe`se sur Y assure qu’avec les
notations du lemme, Y ′top → Ytop est un home´omorphisme local). On applique
alors le the´ore`me 0.2 dans le cas admissible, et la proposition 2.4.1 dans le
cas lisse. 
6.4.5 Remarques. – La condition du lemme 6.4.3 sur l’existence de ϕ :
Γ → AutG est tre`s restrictive. Elle est trivialement ve´rifie´e si AutG est re-
pre´sentable et lisse, notamment lorsque G est re´ductif [SGA3, XXIV, the´o-
re`me 1.3] ; noter que dans ce cas AutG n’est pas toujours de type fini.
Un autre cas utile est celui des ≪ Y -formes fortement inte´rieures ≫ (voir
par exemple [CF14, 2.2.4.9] ; certains auteurs les appellent ≪ formes inte´-
rieures pures ≫) d’un k-groupe alge´brique G : partant d’un G-torseur (a`
droite) X1 → Y , on conside`re le Y -groupe G := AutG(X1). Sa classe dans
H1(Y,AutG) est l’image de la classe deX1 par H
1(Y,G)
H1(int)−−−−→ H1(Y,AutG)
ou` int : G → AutG est le morphisme de conjugaison. Ce dernier passe au
quotient par le centre Z(G) de G, de sorte que le lemme 6.4.3 et le corollaire
6.4.4 s’appliquent a` G chaque fois que G/Z(G) est lisse. Comme tout G-
torseur a` droite est de la forme IsomG(X1, X2) ou` X2 est un autre G-torseur
sur Y , on obtient la proposition 6.4.6 qui suit.
6.4.6 Proposition. – Soient (K, v) un corps value´ admissible et Y un K-
espace localement se´pare´. Soit G un K-groupe alge´brique. On suppose que
G/Z(G) est lisse.
Soient X1 → Y et X2 → Y des G-torseurs. On note Gi := AutG(Xi)→ Y
le tordu inte´rieur de G par le torseur Xi (i = 1, 2). On conside`re le (G1,G2)-
bitorseur f : T → Y de´fini par
T := IsomG(X1, X2)
On de´signe par I l’image de ftop : Ttop → Ytop.
(1) I est localement ferme´ dans Ytop, et est ferme´ si G ve´rifie (*) ;
(2) pour tout y ∈ I, il existe un voisinage ouvert Uy de y dans I de sorte
que l’application f−1top(Uy) → Uy soit munie d’une structure de (Gy)top-fibre´
principal, ou` Gy = G2 ×Y y. 
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